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V ANALLI, Leandro. Anruise das Distril:m.i<;iies de Tensiies e de Deforma<;oes em Vigas 
Anisotropicas. Disserta,.:ao (mestrado ern engenharia civil) - de 
Este trabalho apresenta uma analise so bre as distribui,.:oes de tensoes e de deforrnac;oes 
em s6lidos anisotr6picos no ambito da Teoria da Elasticidade. Neste contexto, para se estudar o 
comportamento mecaruco, baseando-se no entendimento da.s tensoes, deforrna((Oes e 
deslocamentos, de viga.s anisotr6picas, foram analisadas func;oes de tensao, consoantes com 
aquelas desenvolvidas por LE.KHNITSK.ll et al. (1968) e HASHIN (1967). Compara~oes de 
resultados com estrutura.s de material isotr6pico tambem foram alvo de investiga~o. Por fim, urn 
estudo sobre vigas com se~oes constituidas de camadas foi realizado. Os resultados obtidos 
fomecem inforrna((Oes que contribuem para a aplicayao dos materiais anisotr6picos em estruturas 
da constru~ao civil. 
Palavras-chave: Anisotropia; Fun~oes de tensao; Elasticidade. 

1 INTRODU(:AO 
Cc;munlertte, ao se deprurarem com as estruturas os cercam, elas 
mlltdeira ou outto material qualquer, os e!l!~enheiros sao levados a tentar COltnpreend<~ a forma 
como a estrutma cumpre o papel para o qual projetada. 
Ao serem solicitadas, ocorrem nessas estrutmas alguns efeitos que, na maioria das vezes, 
sao imperceptiveis visualmente. Esses efeitos sao as deformay{)es e OS deslocamentos, que 
juntamente com as tensoes, formam o objeto de estudo da mecilnica das estrutmas. 
Dependendo dos materiais que compoem uma estrutura, pode-se ter diversas variantes 
numa analise estrutural, oomo por exemplo, bomogeneidade das caracteristicas fisicas do material 
e simetria de suas propriedades elasticas. Surgem assim, os modelos e as teorias criadas para o 
entendimento do comportamento das estruturas, tanto a nivel macroscopico como microsc6pico. 
Na teoria da elasticidade, tem-se buscado no deoorrer dos anos, atraves de estudos 
trorioos ou empiricos, a idealizayiio de modelos que possam interpretar o comportamento elastico 
dos solidos anisotr6picos. Em geral, urn modelo anisotropico estabelece que nao hit simetria no 
material e que existem diferenyas em suas propriedades elasticas. Quante aos solidos isotr6pioos, 
ao se estudar suas propriedades de elrusticidade, observa-se que elas sao invruriantes para quaisquer 
direy()es estabelecidas a partir de urn determinado ponto. 
Nos solidos anisotropioos, quando estes sao submetidos a situay()es de carregamenl:o, 
surgem deforma<;oes outras das apreseotadas pelos considerados Essas 
deformay(ies, associadas a certas constactes de eiasticidade, chamadas de coeficientes de 
influencia mi1tua, quantificam a influencia de tensoes normais em deforma<;oes tangenciais e 
tensoes tangenciais em deformay()es normais. Nesses solidos, a re!a~o entre tensoes e 
deformay(ies, e representada pelo tensor constitutive material, C;jld, por 81 
componentes, onde estiio presentes todas as oonstantes de eiasticidade que caracterizam o 
comportamento intrinseco do materiaL em quaisquer pomos do solido. 
BuiSe<mdo-s:e uma para os sao neste 
trabalho, as distribui<;oes de tensoes e de deforma<;oes em alguns elementos estrnturais, como por 
exemplo, chapas e vigas anisotr6picas. 1 Para tacto, proc=do-se determ:ina.r as funy()es de 
tensao, que fomecem as soluy()es das equa9oes diferenciais que mode!am alguns problemas de 
eiasticidade, sao aplicadas as equayaes de equilibrio, as relayaes deformayao-deslocamento e as 
equayoes constitutivas, considerando-se sernpre o estado plano de tensoes e de deformay(ies. 
Determinada a funyao de tensao, e possivel se obter as tensoes em todos os pomos do solido, e a 
partir da~ atraves das equayaes constitutivas, as deformayaes. 
Na formu!ayao de alguns problemas, a utilizayao dos conceitos de conservayao de energia 
e de sirnetria elastica dos tensores de tensao e de deformayao, bern como do principio de Saint-
V enant, auxiliou na obtenyao das equayaes constitutivas dos so lidos anisotr6pioos, e diminu:iram 
as dificuldades ana!iticas presentes no desenvolvimento do trabalho. 
1 Na venlade, nao e uma viga em especial e sim urn material que pode ser anisotr6pico_ Visando--
se uma simplillca<;iio de nomenclatura, uma viga fonnada por urn material anisotr6pico e chamada de 
anisotr6pica. Porem, deve-se lembrar que a anisotropia niio esta ligada a peya, ou a algo intrlnseco a 
fenomeno!ogia de harras, quando e caracteristica local de urn material, esteja em vigas, chapas, s6lidos ou 
lluidos. 
2 
1.1 Conteudo do Traballio 
objetivos 
tensoes, defmmaviles e outros sao apresentados, 
ao desenvolvimento 
os om1ceitos sobre 
se mostram neoessarios 
No capitulo 4 e apresentada uma fundamenta~o te6rica sobre problemas pianos da 
da Elasticidade envolvendo a dos 
problemas nos tensao e de defo~o. revisao a respeito 
aplica~o das funyiles de tensiio na de problemas pianos e rea!izada, dando-se enfase a 
utiliza~o da fun¢o de tensao de Airy, na soluyiio de vigas anisotr6picas, por LEKHNITSKII et 
al (1968) e por HASHJN (1967). 
A metodologia analit:ica empregada na analise dos s61idos anisotr6picos estudados no 
traba!ho e apresentada no capitulo 5. No capitulo 6, as solu<;oes determinadas por 
LEKHNITSKII et at (1968) pera vigas anisotr6picas sao analisadas e comparadas com as 
soluyiies para vigas isotr6picas. 
No capitulo 7, as solu<;oes obtidas por HASHJN (1967), bern como seu metodo de 
soluyiio, sao estudados. No capitulo 8, o mesmo metodo de analise de vigas anisotropicas de 
HASHJN (1967) e utilizado para se obter as tensoes em duas vigas anisotropicas engastadas, uma 
sujeita a urn carregamento uniformemente clistribuido, e a outra, sujeita a urn carregamento 
triangular. Comparayoes com os resultados de LEKHNITSKII et at (1968) e com soluyiies para 
vigas isotropicas sao rea!izadas nos dois capitulos. 
No capitulo 9, a aplica¢o da fun¢o de tensao de Airy na solu¢o dos sistemas 
oompostos em camadas, especialmente madeira laminada, e abordada No capitulo 10, as 







o bJeiCJVos apresentar uma investig:avao te6ri:ca 
distribuii;Oes de e 
Para tanto, e dada &!fuse a aplicavao, e detennina¢o, de funvoes de tensao na solu¢o de 
problemas pianos envolvendo s6lidos anisotropicos, procurando-se, tambt\m, evidenciar as 
diferenvas existentes entre o oomportamento elilstico destes solidos e dos s6lidos que possuem 
outro tipo de simetria elastica, como por exemplo, os isotr6picos. 
E intuito, tambem, deste trabalho, apresentar urn estudo sobre os sistemas compostos em 
camadas, particulannente sobre vigas de madeira laminada, analisando-se as distribuiyoes de 
tensoes nesses sistemas quando eles sao submetidos a flexao. 
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3 TEORIA DA ELASTICIDADE APLICADA A UM SOLIDO 
ANISOTROPICO 
Neste apresenta-se a fur1damenta<;:ao t<>nric:~ ne•~es:siuiia ao de;;en,volvin:ten1to 
Alguns conceitos como, exemplo, os conceitos sobre 
tensoes, defon:na<;:5es e de simetria elastica, abordados visando-se sua na analise de 
s6lidos anisotr6picos. 
3.1 Introdue;iio 
A solu<;:ao de urn problema na mecaruca dos s6lidos, de acordo com DESAI & 
SIR.IWARDANE (1984), baseia-se em principios fundamentais OS quais governam a mecaruca 
classica, ou seja, conserva~;ao de massa, conserva~;ao de momento, conserva<;:ao de energia e nas 
leis de in:eversibilidade ten:nodinfu:ni.ca. 
Estes principios sao, em geral, viilidos para todos os materiais, independente de sua 
constitui<;:ao interna. No entanto, a resposta de urn sistema ou de urn meio continuo, sujeitos a 
uma a<;:ao externa, nao pode ser determinada de fon:na (mica com a aplica((iio de equa<;:5es 
derivadas dos principios citados anteriormente. Para tanto, sao necessarias considera<;:5es 
adicionais, baseadas na natureza intrinseca dos materiais. Essas equa<;:5es que modelam o 
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comportamento, ou a resposta elastica dos materials, sao denominadas de leis ou equa~es 
constitutivas. 
Segundo CHEN & SALEEB as diferentes caracteristicas meciinicas viirios 
materials sao relatadas pelas leis constitutivas do material. Essas leis fomecem as relav5es entre as 
tensoes e as deJforma.vo•es em qu;alqlller ponto no ovucuv. Elas podem ser simples ou extremamente 
comp!exas, dependendo material do solido e das condi<;:5es a que ele esta su!;metll:io. 
Uma vez que a lei constitutiva do material e estabelecida, a formulayao geral para a 










os deslocamentos ; Uij sao as tents5~ls 
EQUAC6ES DE . I EQUA<;OESDE 
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FIGURA 3.1: Inter-rela<;:oes das variaveis na meciinica dos s6lidos. 
Fonte: CHEN & SALEEB (1982). 
seguir e aruilisado cada um dos integrantes da Figura 3.1, com vistas a se obter um 
entendimento cabal da fonnula~ao dos problemas na medinica dos s6lidos. 
3.2 0 Estado de Tenslio de um Corpo Continuo 
Considerando-se um ponto Po, um vetor unitario n, nonnal a uma area AA, neste ponto, 
e uma for~a resu!tante Fn, pode-se escrever o vetor tensao associado ao ponto Po como plano 
no:rm<'ll a n atraves seguinte expressao: 
n 
T =lim (3. 
M-+0 flA 






FIGURA 3.2: Vetor tensao T em um ponto Po associado a um plano n. 
Fonte: CHEN & SALEEB (1982). 
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Com a utilizayiio de apenas 3 (tn§s) vetores T T, T, T , sobre tres pianos mutuamente n (' 2 3) 
a comprova<;:iio desta condiviio, CHEN & SALEEB (1982) exemplo, utilizam a 
1 2 3 n 
os vetores T, T e T atuam nas faces OAB, ABC, 
respectivamente, de urn elemento OABC 
v 
c ez \ \ 
~t 
n i 
FIGURA 3.3: 0 vetor tensao T e os respectivos vetores T nos pianos coordenados. 
Fonte: CHEN & SALEEB (1982). 
Do equih'brio do elemento OABC: 
n 1 2 3 
T=Tn 1 +Tn 2 +Tn, (3.2) 
n 
0 vetor T nao necessita ser perpendicular ao plano n, ele pode ser decomposto em 2 
(duas) componentes, uma normal ao plano n, chamada tensao normal, e outra paralela ao plano n, 
chamada tensao tangencial ou de cisalhamento. 
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Os vetores tensao associados com cada um dos tres pianos coordenados x1, xz, X3 sao 
l 
decompostos nos 3 (tres) eixos coordenados. Por exemplo, o vetor tensao T associado ao plano 
pel-peJadi•cul:ar ao componentes de ten sao: noJrmi>l cr 11 e tar:genciiais cr 12 e cr n, 
eixos COI)rd.eml.dciS x~, x2 e x3, respectlvan~ente (Figura 
x1 tem 3 
2 
1 T (cru.cru .O"u1 
ez 0'12 
0'13 
FIGURA 3.4: Componentes de um vetor tensao associado ao plano normal ao eixo XJ. 
Fonte: CHEN & SALEEB (1982). 
Deste modo, conforme a Figura 3.4, pode-se escrever que: 
l 
T=crne1 +cr12e2 +cr 13 e3 (3.3) 




onde cr;i representa a j-esima componente do vetor T atuando em um elemento de area cuja 
normal esta na dire<;ao positiva do eixo x; e ~ sao os vetores unitfuios que forman~ a base do 
1 2 3 
sistema de coordenadas. 0 conjunto das 9 (nove) componentes O"ij que definem Te T e 
chan~ado tensor tensoes e e dado por: 
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'1 T cr 11 cr,2 crl3l T J 0' 21 crij = 0'22 cr23 (3.5) 3 I I TJ lcr, J 
com i = j : tensiio no:rmal e 
com i ;c j : tensao tangencial 
As componentes do tensor de tensoes estao mostradas nas dire~oes positivas referidas ao 
sistema de eixos coordenados, na Figura 3 .5. 
0'33 
FIGURA 3.5: Componentes de tensiio Oii· 
Fonte: C:!ffiN & SALEEB (1982). 
3.2.1 Equa~oes de Equilibrio 
Das considera<;oes de equilibrio da estatica, pode-se relatar as tensoes no corpo devido a 
avao das for<yas externas T; e das for<yas de volume F; . Existem seis componentes do tensor de 
tensoes para urn elemento infinitesimal do corpo. Diz-se que o campo de tensoes que satisfaz essas 
condi<yoes estaticas e estaticarnente admissivet 
12 
Assim, CHEN & SALEEB (1982) apresentam as equayoes de equilibrio, em notao;:ii.o 
e as foro;:as externas sao as oo:lldl<;:o,es de contorno: 
= 
Qualquer conjunto de tensoes cr1;, fon;:as de volume F1 , e forvas extemas de superficie T, 
que satisfazem as equa<;oes anteriores, e urn OOJilju:nto estaticamente aciJ:nis:siveJ ou simplesmente 
ser so mente equao;:oes equilib1io sao obtl.das 
em qualquer ponto no solido para for<;as F1 prescritas. Deste muuu, tem-se tres equayoes de 
equilibrio com seis incognitas, nominalmente, as componentes de tensiio <J;; em urn dado ponto do 
solido. 
3.3 0 Estado de Defonna~io de um Corpo Continuo 
As avoes aplicadas nurn solido causam deformavoes e deslocamentos. Quando a posiviio 
relativa de dois pontos quaisquer nurn solido e alterada este solido e considerado deformado. 
Segundo CHEN & SALEEB (1982), o estado de deformao;:ao de urn ponto e de:finido 
como a totalidade das mudanvas nos comprimentos das linhas (fibras) do material que interceptam 
o ponto em questao e, tambem, a totalidade das mudanvas no angulo entre qualquer par de linhas 
irradiadas neste ponto. 
1 Na no~ indicia!, a vrrgula representa diferenciaviio em relavao a variavel que vern logo a 
segurr. 
!3 
A Figura 3.6 apresenta urn segrnento infinitesimal OP de urn ponto 0 num solido, ern sua 
elemento e de;sloj~adlo 
defo~o, o 
a posiyao O'P'. A posi<;;ao O'P" re~•res:enl:a o deslocamento de 
seguirnento. 0 vetor deslocamento relativo do ponto P com respeito ao 0 e 
n 
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FIGURA 3.6: Posi<;;ao indeformada e deformada de urn segrnento. 
Fonte: CHEN & SALEEB (1982). 
Se for adotado urn sistema de enms coordenados x~, x2 e x3, as componentes de 
deslocamento podem ser decompostas nestes 3 (tres) eixos e associadas a urn deslocamento 
relativo o ·. Assim, pode-se escrever que o deslocamento relativo sera: 
(3.8) 
onde s'i; sao componentes do vetor des!ocamento relativo nas dire<;;oes dos 3 (tres) e1xos 
coordenados e ni sao os cossenos diretores. 
Deste modo, com 9 (nove) elementos de s'ii. definem-se os 3 (tres) deslocamentos 
relativos oj,' o2 ' e o3 ' que constituem 0 tensor dos deslocamentos relativos. 
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Usando-se notac;;ao matricial, este tensor pode ser escrito como: 
ll E'u 
':n l ' ' c-iJ == 21 c: 22 s 23 
' 31 32 c: 33 
geral o tensor e nao simetrico, out:ro tensor de 2' ordem ser 
decomposto na soma de uma parte simetrica e de uma anti-simetrica, Assim, a parte simetrica 
representani a deforma~tiio pura enquanto a parte anti-simetrica representa a rotac;;ao de corpo 
rigido solido, Assim: 
ij 0 )+_!_ 00 ]1 2 !J 
ou 
onde Bij e 0 tensor de deformayoes e Ol;j e 0 tensor das rOtayOeS, 
0 tensor B;j, que e o de interesse na analise de deforma96es, pode ser escrito em uma 
forma matricial como segue: 
(3, 12) 
onde S;j, com i = j, sao deforma9oes normais e Bij, com i * j, sao deformay5es tangenciais, 
Em certos casos e conveniente utilizar as deforma96es tangenciais, denotadas por Y;i, 
indicando-se a varia9ao total dos angulos entre duas fibras, as quais estavam dispostas 
perpendicularmente antes da deforma9iio, Assim: 
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1 ~ Ynl sn 2 yl2 
1 1 I 
= 
2 2 j 1 1 2 2 S33 
este nolayiio e usual em engenharia. 
3.3.1 Eqmu,:oes de Compatibilidade de Deslocamentos 
Segundo CHEN & SALEEB (1982), as condiyoes de compatibilidade ou de geometria 
advem das considerayoes da cinematica que relacionam as componentes de um campo de 
deformaviio, 8;j, com as componentes de urn campo de deslocamento u;. Existem seis equa9oes da 
cinematica expressando as seis componentes do tensor deforma9iio em termos das tres 
componentes de deslocamentos. 
E necessano impor condiyoes de compatibilidade de deformavao e de deslocamento no 
sentido de se assegurar que essas relayoes deformay5es-deslocamentos sao integradas para um 
determinado campo de deforma9ao. Para pequenas deformac;oes, CHEN & SALEEB (1982) 
fornecem as rela<yoes deformayiio-deslocamentos e as condiyoes de compatibilidade: 
- Relayoes deformaviio-deslocamento: 
e =.!.(u .. +u.) 
lj 2 l,J J,l (3.14) 
- Condivoes de compatibilidade: 
s-"'+~>"'·· s,_,,-e.l"-=0 !J, . ,lj ........ J ...... (3. 15) 
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Urn conjunto de deslocamentos u; e de deformaviies &;; que satisfaz as rela9iies dtadas e 
as condi9oes de contomo de deslocamentos e denominada serie compativel ou serie de 
compatibilidade. amilogo a serie de uma serie compativel e uma 
se enquadram nas rela9oes (3 .1 
Na solu9ao problemas na e!asticidade chissica, alem da funcao de ter1sa,o, o~eve:-se 
tanlbe'm impor as condiy()es de compatibilidade de deslocamentos, 
sao incognitas discretizadas na formulayao dos problemas. 
Entretanto, em outros metodos, como por exemplo no Metodo dos Elementos Finitos, os 
sao como problema, e no 
compatibilidade, as rela9oes deforma9iies - deslocamentos sao empregadas para se determinar as 
deforma9oes a partir dos des!ocamentos. 
Neste caso, existem nove incognitas independentes, isto e, seis componentes de tensao 
cr;; e tres componentes de deslocamentos u;. Posto que se possua tres equa9oes de equilibrio, ha 
necessidade de serem adicionadas outras seis relavoes para se integrar a formulavao do problema. 
Estas outras relay()es advem das leis constitutivas dos materiais. 
3.4 Rela~io Tensao-Deforma~io (Rela~oes Constitutivas) 
AE equavoes de equihorio e as de compatibilidade sao insuficientes para a soluyao de 
problemas da mecilnica dos solidos. E necessilrio tambem indicar relayoes adicionais entre as 
componentes de tensao e de deformayao. Para este proposito, e necessilrio usar urn modelo que 
represente as propriedades elasticas do corpo (LEKHNITSKll et at, 1968). 
De acordo com LEKHNITSKII (1981 ), considerando-se somente pequenas deforma<;oes, 
o corpo elastico e tornado como urn corpo continuo obedecendo a lei de Hooke generalizada, ou 
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seja, urn corpo no qual as componentes de deforma<;:iio sao fun<;:oes lineares das componentes de 
tensao. Uma vez cessada a ayiio geradora de tensoes e de deforma<yoes, urn solido el<istico retorna 
esta prc•pn.ed11de da-se o nome 
elasticidade. Urn sottdo elilstico 
Figura3.7: 





FIGlTRA 3.7: Elasticidade linear (a) e nao -linear (b). 
Fonte: DESAI & SIR.IWARDANE (1984). 
Para estes s6lidos, o estado de tensoes depende, somente, do estado presente de 
deformayoes, ou seja, existe reversibilidade entre tensoes e deforma.yoes. Matematicamente 
define-se: 
cr,i = F,i(skl) (3.16) 
onde F;i e uma funyao resposta do material. 
As rela<yoes tensiio-deforma<yiio ou modelos constitutivos descritos pelas equayoes (3 .16) 
estao baseados em hip6teses que nao dependem do fator tempo e somente s6lidos sob condiy(jes 
adiabaticas e isotermicas sao considerados (LOVE, 1944). 
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3.4.1 Energia de Defo:rmal;io 
As leis e equa~es 
energm annazenada nurn soliido 0 
regem os prc>blllffil:LS de engenharia estiio relacionadas com a 
Assim, urn solido elastico e capaz acurnular a energia 
desenvolvida pelos agentes externos, ou seja, o trabalho externo como energia potencial, a e 
exdusiva das defonna~es existentes no 
denominada energia de defonna<;iio. 
Essa energia 
Segundo DESAI & SIRIW ARDM"'E (1984), se nenhurna energia e dissipada durante o 
defonna<;iio, as 
elastioos Greene o material que consti.tui o so~1!lo, de material hiperelastico. Dessa maneira, urn 
material hiperelastico e aquele que possui urna energia de defonna<;iio U0. 
Considere-se, agora, urna serie de compatibilidade virtual obtida quando o solido 
experimenta urn deslocamento infinitesimal virtual ou, na sua configura<;iio de equihbrio. Sejam 
os,i as defonna~es compativeis, com as condi~es geometricas sendo satisfeitas em 
s,i = (u,.i + u i.'). 0 principio dos trabalhos virtuais inter-relaciona uma serie de equilibria F;, T;, crij 
com uma serie de compatibilidade virtual ou, , os ii atraves da equa<;ao: 
fT,ou,dA+ JF,ou,dV = f cr,/isiidV (3.17) 
A V V 
A parcela a esquerda da equa!(lio representa a variavao do trabalho externo oW e a 
parcela a direita representa a variavao da energia de deformaviio 6U 0 Assim: 






deforma.y5es , tem-se: 
(3.21) 
Dessa forma obtem-se: 
(3.22) 
Essa rela.yiio e chamada de lei constitutiva hiperelastica ou de Green. 
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3.4.2 Leis Constimtivas para Materiais Elasticos Anisotrilpkos 
Utilizanc!o-:se das propriedades energ~a 
CHEN & SALEEB DC'k ,, formulal(5es das leis constitutivas para diversas classes 
a funvao de deformayiio, caracterizada pela seguinte serie 
(3.23) 
onde: Co, Wijkl sao constantes. 
Baseando-se nos conceitos de energia deformal(iio, onde a energia defbrn1avi!io tern 
urn valor estacionfuio em relavao ao tensor das deforma<;5es, e possivel arbitrar para essa 
constante Co urn valor igual a zero. Aplicando-se a expressao cr,i = , com U0 de acordo com 
&,j 
a equavao (3.23) obtem-se: 
crij = KiJ + (mijkl + mkliJ}1kl (3.24) 
Para o caso relativo ao "estado natural" no qual as tensoes e as deformav5es estao 
vinculadas a todo o solido e, tambem, estao atuando simultaneamente no solido, consegue--se 
escrever que: 
(3.25) 
onde a nota<;iio entre parenteses com indice 0, aponta para urn estado natural com tensoes e 




0 tensor C;jkl e chamado tensor de constantes de elasticidade. 
Pode-se exprimir a lei constitutiva cr,i = c,iklskl em uma forma tensorial altemativa, 
(3.27) 
e denominado tensor de compliilncia2 
Do ponto de vista formal, os tensores CiJkl e S;jkl sao constituidos de 81 ( oitenta e urn) 
elementoS, haja vista que OS indices i, j, k, J variam de 1 (urn) a 3 (tres). 0 tensor Cijkl relaciona 
tensor urna das nove co:mp,on.erntes 
tensor tensao. 0 tensor outro 




pode-se concluir que C;ik! = Cklii. 
(oitenta e urn) elementos. Nao obstante, deve-se lembrar que tanto o tensor das tensoes como o 
tensor das deforma90es sao simetricos. Direcionando-se estes conceitos a expressao cr,i = C,jkl&kl, 
tem-se: 
2 0 tensor de oompliilncia e tambem chamado, na analise matricial, de matriz de 
flexibilidade. 
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Nesse sentido, dos 81 (oitenta e um) elementos, ao se aplicar (3.3 sobram 54 
(cinquenta e quatro) elementos e quando se vincula (3.33), sobram 36 (trinta e seis) elementos. 
Entretanto, o tensor Cul<l e simetrico em rela<;ao aos pares (i, j) e (k, !). Com efeito, dos 36 (trinta 
e seis) elementos, tem-se, assim, sornente 21 elementos do tensor constitutive C;;J<1. As rnesrnas 
considera<;oes se aplicam ao tensor de compliancia s,ikl· 
3.4.3 Representa~ao Material das Leis Omstitutivas 
Tendo-se em vista a simetria dos tensores de tensao e de defonnayiio, e possivel 
constatar as identidades: 
cr,2 =crz, 
(3.34) 
a23 = 0'32 
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Dessa forma, as nove equa<;oes que caracterizam as expressoes tensoriais das 
constitutivas podem ser condensadas em seis equayoes com seis termos carla uma. 
Neste senti do, a tambem ser escrita da seg:Wnte 
Cun cm3 
cr 22 Czzzz c2233 










c2223 c223l 1 822 
c3323 c333l !:33 
c1m cl231 2:::12 
Czm c2331 2:::231 
I 
CmJJ 2:::31) 
De modo amilogo, e 1i = S1iklcr ki fica sendo: 
e = Scr 
ou: 
tn sn11 sn22 sm3 2Su12 2Sn23 2S1131 ~ crn 
Ezz s2222 s2233 2szz12 2Szz23 2S2231 cr 22 
E33 s3333 2S33lz 2S3323 2S333! cr 33 
= 
2elz 4Sl212 4Sl223 4Sl231 0"12 
2~;23 4S2323 4S2331 0"23 





Observa-se que os valores 2812 , 2s 23 e 2831 podem ser substituidos por y 12 , y 23 , y 31 e 
astensOes cr 12 , cr 23 , cr 31 por 't12 , T 23 , 1: 31 . 
Introduzindo-se uma notaviio redluziida, apresentada por TING 
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Cill = Gp Ci23 = cr 4 
Ci22 = cr2, Ci31 = crs (3.39) 
a33 = = Ci6 
gll =e1' 2823 = g4 
= 82, = 
= s:3' 2812 = 86 
Assim, a lei constitutiva (3.35) pode ser escrita como: 
Cia =Ca~g~ (3.41) 
e (3.38): 
e" =SapO~ (3.42) 
A transfonna9lio entre C iikl e CaP e efetuada substituindo-se os subscritos ij ( ou kl) por 
u ( ou 13) usando-se as seguintes regras: 
TABELA 3.1: Regras de transfonna9lio entre ij (ou kl) e u (ou 13). 
ij (ou kl) Ct. (ou 13) 
11 <::> 1 
22 <::> 2 
33 <::> 3 
23 ou 32 <::> 4 
31 ou B <::> 5 
12 ou 21 <::> 6 
Fonte: TING (1996). 




se a: ou 13 :::: 3; 
sea:e 13> 
Assim, e possivel escrever: 
OJ r cl2 c!. cl6l r 
5
1 l 
I cn ' £ 2 1 c3. c3s 
c,. rt u.j= c44 c4s c46 s4 
cr s J Css cs6 s, 
cro Sim. coo l5oJ 
(3.43) 
etambem, 
£1 811 sl2 sl3 814 815 sl6l cr ' l 
£2 sn 823 s24 s25 826 Uz 
t3 833 834 835 836 cr3 
= (3.44) 
e. 844 845 846 cr. 
Bs Sss ss6 O's 
t6 Sim. 866 cr6 
3.4.4 Constantes Independentes dos Tensores S;i e C;i 
Atraves da aniilise apresentada ate aqui, foi obtida uma reduvao significativa de elementos 
diferentes entre si dos tensores C;; e Sij. Porem, segundo MASCIA (1991), e outros autores como 
NOVOZHILOV (1961), LEKHNITSKII (1981) e FUSCO (1989), o niunero de coeficientes 
independentes nos tensores Cij e S;; para materiais elasticos anisotr6picos, nao e 21 (vinte e urn) 
mas sim 18 ( dezoito). 
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Se o tensor crii for diagomilizado, ou seja, referido as novas diret;:oes principals, me10 
de uma conveniente mudant;:a de base, ele passa a ter 3 (tres) elementos nulos, ou seja: 
Nestas condivoes, tem-se: 
( (Jl l ~en l rs! ' 
cz1 Czz en cz• Cz, isz 
(J3 c3! c32 c33 c34 c3, 
c,. r = (3.46) 0 c.l c.2 c.3 c44 c., C46 s 4 
oi c,l c,z c,3 c,. c,, c,6 s, 
ol C6d I, J ) 
Embora o tensor de tensoes cr1i tenha sido diagonalizado, nada obriga que o tensor das 
deformay()es s;i tambem o seja, pois as direy()es principals de ambos nao sao necessariamente 
coincidentes. 
Discretizando as 3 (tres) ultimas relat;:i'ies do sistema, obtem-se expressoes iguais a zero, 
0=C41 s 1 +C42s 2 +C43s3 +C44s 4 +C45s 5 +C46s 6 
(3.47) 
nas quais, os coeficientes C;i que al aparecern nao podern ser todos simultaneamente nulos. De 
fato, se isso fosse possivel, pelas expressoes (3 .43) resultaria que para quaisquer estados de 
deformat;:oes { e} aplicados corresponderiam sempre estados de tensoes com as dire<;oes principals 
coincidentes com as direy()es da base onde estao definidos esses coeficientes. Com efeito, para urn 
estado de tensoes principals, suas respectivas dire<(oes principals nao coincidem, via de regra, num 
material anisotropico, com suas dire<;:i'ies principals de deforma9ao. 
Desta forma, as 3 ( tres) ultimas rela<(oes estabelecem condiyoes de dependencia dos 
elementos que a elas pertencern. Conclui-se entiio que, dos 21 (vinte e urn) termos de so mente 
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18 ( dezoito) sao independentes entre si. Semelhante procedimento pode ser feito para as rela<;oes 
como tensor S;j. 
3.4.5 Representa~o das Consbmtes de Elasticidade 
De acordo com LEKHNITSKll (1981), muitos autores representam as constantes de 
elasticidade atraves das charnadas constames de engenharia, onde estao inseridos os tennos 
modulo de elasticidade longitudinal ou de Young (E;), coeficientes de Poisson (v;i) e modulo de 
rigidez 
anisotropia, mais particularmente nos casos basicos de simetria elastica, a que estiio expostas as 
estmturas do solido anisotr6pico. 
Outros autores, como por exemplo, RABINOVICH, apud LEKHNITSKll (1981), 
introduziram simbolos para as constantes de S;j, especificamente, no caso de anisotropia 
homogenea. Sao estabelecidas as seguintes equavoes para a lei constitutiva: 
<:x = El (cr x - V yx () y - V zxO" z + 'lyz,x 'tyz + 'l,.,x 'txz + 'llxy,x 'txy) 
"" 
sy =El (-vxycrx +cry -vzycr, +TJyz.ytyz +TJzx,y'xz +TJxy,ytxy) 
yy 
s, = El (-vxzcrx -Vyx<Jy +cr, +llyz,ztyz +TJzx,z'txz +TJxy,ztxy} 
zz 
Yyz = Gl {TJx,yzcrx +TJy,yzO'y +TJ,,yzcrz +tyz +IJ.zx,yz'txz +!lxy,yz'txy) 
yz 
Yxz = d (TJx,zx()x +TJy,zx()y +TJ,,,_cr, +!lyz,ZK'tyz +txz +!lxy,zxtxy) 
xz 




Nas equa<;oes, ~' Eyy, Ezz sao o modulo de Young na tra<;ao - compressao nas dire<;oes 
dos z· 
' 
Gxy sao os m6dulos de rigidez para os pianos pru·rue:los aos plru11os 
Vzx, , ..... , Vyz os coeficientes de Poisson caracterizando a COJiltr;a<;:iilo 
extensao) na dire<;:ao de um eixo qumdo a tra~iio ( ou compressao) e aplicada na dire;;ao de outro 
As outrrus constmtes aparecem nas equa;;oes sao nulas para um corpo i~otrnnirn ( ou 
ortotr6pico ), mrus, importallltes para um corpo anisotr6pico, qumtifi= as influe;aciJlS de 
tensoes nonnais run defonna;;oes tmgenciais e de tensoes tmgenciais em defonna~oes nonnais 
(MASCIA, 1991). 
constallltes coeficientes Eles 
caracterizam distor;;oes em pianos parruelos aos pianos ooordenados produzidrus por telilSO!lS 
tangenciais agindo em outros pianos parruelos aos plalllos coordenados. 
As constmtes Tjyz,x, 'llzx.x, ............ ,TJxy,z sao chrunadrus, de aoordo com RABINOVICH, 
apud LEKHNITSKII (1981), de coeficientes de influencia mutua de 1' especie. Eles caracterizrun 
extens5es nas dire;;oes dos eixos principais produzidrus por tensoes tangenciais agindo nos pianos 
coordenados. 
Por fim, trun-se os coeficientes de influencia mutua de 2' especie, 'llx,:rz, TJy.zx, ......... , llz,xy 
que expressam, de acordo com LEKHNITSKII (1981), defonna<;oes tangenciais nos pianos 
principais, causadrus pelas tensoes nonnais que aturun nos pianos coordenados. 
MASCIA (1991) detenninou experimentrumente, atraves de enswos de compressao 
simples, alguns val ores para os coeficientes de influencia mutua de l' e 2' especie para algumas 
especies de madeiras. Os :resultados estiio apresentados nrus Tabelas 3.2 e 3.3 a seguir: 
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TABELA 3.2- Coeficientes de Influencia Mutua de 2' Especie. 
Espedes de Madeira TJL,LT 'l1L,LR I TJR.RT 
Angico 
I 
1,1485 0,7578 I 0,3691 
Ipe 1,1311 0,9234 0,5901 
-Pinus 1,1001 I 0,7390 0,3094 I 
Guapuruvil 0,6456 0,6799 0,2273 
OBS: L- longirucllnal; T -1:angencial; R- rru!ial. 
Fonte: MASCIA (1991). 
TABELA 
Esptkies de Madeira I r Pinus I 
1 o,s364 1,3051 2,6407 1 0,7298 
Fonte: MASCIA (1991). 
3.4.6 Transforma~io de Coordenadas para Componentes de Tensao e de 
Deforma~YiO 
Segundo LEKHNITSKIT (1981) frequentemente ocorrem na pnitica da engenharia, casos 
onde ha a necessidade de se expressar as componentes de tensiio ( ou de defonnayiio ), conhecidas 
para urn sistema de coordenadas, em urn novo sistema. Para isso, e necessario que ambos sistemas 
de coordenadas sejam ortogonais, mas niio necessariamente cartesianos. 
A seguir, sao apresentados, de fonna objetiva, alguns conceitos sobre transfonnayiio de 
coordenadas e as suas implicayoes sobre as componentes de tensao e de defonnayiio, bern como 
sobre as constantes de elasticidade presentes nos tensores constitutivos Sij e Cry. 
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3.4.6.1 Matriz de Transfonna~;io de Coo.rdenadas 
Quando um e uma quantidade independente 
ooordenadas, e 
componentes, 
num sistema de coordenadas ele e representado 
silo difere:nt~:s em diferentes sistemas de coordenadas. 
Seja v um vetor e v; seus componentes (MASCIA, 1998): 
sistema de 
(3.49) 
e e; os vetores unJ:tilrios sistema de coc;rd<ma(!as. Consider·an(:lo 
os componentes de v e os vetores unitilrios de um outro sistema coordenadas obtidos a 




onde l;j sao os cossenos diretores de e ·; relative ao primeiro sistema de coordenadas e;. Entiio os 
l;j silo os componentes dee·, no primeiro sistema de ooordenadas. Assim: 
e' =le 
1 lJ ] (3.52) 
e =l e' 
l lJ J (3.53) 






as componentes de v em qurusquer 
coordenadas atraves matriz transforma.yao 
No caso de tensores de segunda ordem, a transforma.yao de coordenadas sera: 
Essas transforma<;5es podem ser genenilizadas para qualquer ordem de tensores. Para 
tensores de 4' ordem: 
(3.58) 
Pode-se expressar a matriz de transforma.yiio l;; para o caso de uma rota<;iio positiva 8, 
sentido anti-hon\rio, em tomo do eixo coordenado x3 : 
[ 
cosEl 
liJ = -sene 
0 
(3.59) 
Matrizes equivalentes a essas podem ser obtidas quando da rota<;iio em torno dos outros 
eixos coordenados. 
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3.4.6.2 Compo.nentes de Te.nsao e de Defonna~o 
LEKHNITSKII no sistema cartesiano 
Tabela 3.4, estao associados os cossenos diJ:,etores dos angulos entre os eixos do antigo e do 
novo sistema de co,orc!enad:as 
TABELA 3.4 - Cossenos diretores. 
][ y I z 
][ ' ln /12 I ll3 
y ' I 121 lzz I 173 
z ' /31 /32 I h3 
Fonte: LEKHNITSKII (1981). 
on de l;i representa a matriz de transformaviio. 
Denotando-se todas as componentes de tensao pela letra cr com dois subscritos, onde 
subscritos iguais representam componentes de tensoes normais e subscritos diferentes, 
componentes de tensoes tangenciais, as seis formulas para a transformaviio das componentes de 
tensao para novos eixos sao escritas pela formula indicial: 
ou de modo similar, para a relaviio inversa: 
cr ii = l,Jiza· kl 
(3.60) 
(3.61) 
Para a transformaviio dos componentes de tensao num sistema de coordenadas, a Tabela 
3.5 substitui a Tabela 3.4, quando se tern uma rotaviio 9 em tomo de urn eixo, por exemplo o 
e!XO Z. 
TABELA 3.5: Cossenos diretores para lllll sistema cilindrico. 
X I y i z I II 
,' 
cose i sene 1 0 
y ' 
-sene 1 cose i 0 
z ' 0 i 0 I 1 
Fonte: LEKHNITSKII (1981). 
transfonna!fliO dos componentes de defonna!fll_o para novos eixos e feita de maneira 
similar a transfonna9lio dos componentes de tensao. Comparando-se esses dois tensores, observa-
se 
1 
correspondem a -y. 
2 
3.4. 7 T:ransfo.rnuu;:ao de Coordenadas para Propriedades de Elasticidade 
Sendo a rela!fll_o entre tensoes e defonnavoes escrita por: 
(3.62) 













e segue-se que: 
(3.66) 
Analogamente para a relac;ao inversa entre tensoes e defonnac;oes tem-se: 
(3.67) 
LEKHNITSKll (1981) apresenta estas relac;oes constitutivas tambem em fonna tensorial 




""'u.« os coeficientes de transfonna<;:iio q;;, tambem utilizados por CAUWELAERT (1977), 
e apresentados na Tabda 3.6, sendo que o primeiro subscrito indica linha e o segundo indica a 
TABELA 3.6- Coeficientes 
1 2 J 4 5 I 6 
1 I ~~ t,; t,; l,J,z 1,2113 I, I, 
I I 
2 z;, ~~ 12 23 lzzlz, 123122 123121 
3 r;, lffz iff, / 32 / 31 l,,l,2 l,,l, 
4 212,11 2l,izz 21,123 l1la + /12/2, /13/32 +112123, /13121 +l!l/23 
5 
I 
21,,121 2132122 I 213,1.23 131122 + l3zl21 13,1:12 + 1,2123 /33!21 + 1,,123 
I 
6 2l3Jn 2l,zl,z 2l3il3 13,112 + 13,111 1,,1,2 + l,,/13 !,,Ill + /31/13 
Fonte: LEKHNITSKll (1981). 
Com o auxilio dos coeficientes q;;, dependentes dos cossenos diretores l;J ( apresentados 
nas Tabelas 3.4 e 3.5), e possivel obter os novos tennos do tensor de comp!iilncia S' ij, ap6s a 
transformaviio de coordenadas, atraves de uma rotavil.o dos eixos coordenados x e y sobre o eixo 
z de urn angulo arbitrario 8. Como exemplo, tem-se a transfonnavao das constantes Su e S1z: 
S'11 =Sn cos•e+(2S12 +S66 )sen 28cos2 8+S22sen 48+ 
+ 2(S,6 cos2 8 + S26 sen 29~en8cos9 
S',2 = (Sn + S22 - 2S,2 - S66 )sen 28cos2 e + S12 + 
(S 16 -S26 Xcos2 8-sen 28~en8cose 
(3.70) 
(3.71) 
Seme!hantes transformav5es podem ser efetuadas com as outras constantes do tensor de 
comp!iilncia e com as constantes do tensor constitutive C;J. 
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3.5 Classifica~lio dos Materiais Segundo o Numero de Pianos de Simetria 
Ehistica 
urn modo genil, segundo LEKfll','ITSKII (1981), todos os materiais ser 
urn !ado, em homogeneos e niio homogeneos, e por outro !ado, em isotropicos e 
anisotropicos. A maioria materiais estruturais exibe gran de anisotropia. Materiais, 
como a madeira, sao naturalmente anisotropicos, outros, como os composites laminados, sao 
anisotropicos devido ao processo de fabricas;iio (LOUREN<;;O, 2000). 
conceme a urn sol1do homc>ge:ne•o, a de propriedades elast!cadacde, estas 
sao invariantes para todos os pontos referentes a urn sistema de coordenadas :~;. Em urn solido 
niio-homogeneo, as propriedades de elasticidade nao se apresentam as mesmas, para diferentes 
pontos de x;. 
LEKHNITSKII (1981) classifica como isotropico o solido cuJas propriedades de 
elasticidade sao constantes para quaisquer direo;;oes estabelecidas a partir de urn detenninado 
ponto, ou seja, sao invariantes para todas as transformao;;Oes de coordenadas x·,. Noutro sentido, 
urn solido anisotropico, em geral, exibe diferentes propriedades de elasticidade para direo;;oes 
diferentes associadas a urn ponto dado. As direo;;oes nas quais as propriedades de elasticidade se 
mantem sao denominadas direo;;oes elasticamente equivalentes ou direo;;oes principais de 
elasticidade. Ainda, segundo MUSKHELISHVILI (1963), urn solido, o qual e isotropico e 
homogeneo em rela~;ao a uma propriedade, pode ser anisotropico e nao-homogeneo em relao;;ao a 
outras propriedades. 
De acordo com LEKHNITSKII (1981 ), se a estrutura de urn corpo anisotropico 
apresenta algum tipo de simetria, as suas propriedades de elasticidade tambem a exibem. A 
simetria elastica expressa o fato de que em cada ponto do solido existem direo;;Qes simetricas 
equivalentes com respeito as propriedades ehisticas. 
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Se ha simetria das propriedades elasticas de urn corpo anisotropico, entiio as eqmu;:oes da 
lei de Hooke generalizada para ele podem ser simplificadas, ou seja, podem ocorrer diversas 
nos tensores SiJ e LEKHNITSKII 
simplificay5es, desenvolve as constitutivas em relat;:iio a 
procurando realizar tais 
sistemas simetricos de 
coordenadas e compara as expressoes obtidas, identificando assim, as simetrias existentes. 
3.5.1 Material com Simetria Elastica em um Plano 
urn urn deterrninado 
coordenadas x;, con:!:cJmle mostra a Figura 3. 8: 
X' 
7t X 3 
x, / 







/ ' / 
referido a urn 
FIGURA 3.8- Simetria elastica em 1 (urn) plano. 
Fonte: MASCIA (1991). 
sist~:ma de 
o plano x1 - x2 e de simetria elastica, ou seja, duas direyoes quaisquer passando por urn ponto 
neste plano sao equivalentes no que conceme as propriedades de elasticidade. A dire<;;iio normal a 
este plano e chamada de direyiio principal de elasticidade. 










FIGURA 3.9- Rotavao de 180° em torno do eixo X3. 
Fon1te: MASCIA (1991). 






Com o uso da transformayao tensoria! de Sn tem-se: 
Resultando: 
devido as demais parcelas que contribuem para s· n serem nulas. 
Assirn: 
De semelbante aniilise para os outros dois termos do tensor, condui-se que: 







o tensor S;; para urn com simetria elastica em 1 plano, conhecido 
tambem como material monoclinico (COWIN & MEHRABADI, 1987), torna-se: 
rsll sl2 sl3 sl4 0 0 l 
sz1 sn s23 0 0 
s31 s32 s33 s34 0 0 s .. = 
,, I s44 0 
s:. j 0 0 0 0 s,, 
I o 0 0 0 s., s66 
'-
Com isto o tensor S;i passa a ter 13 (treze) componentes diferentes, sendo que apenas 11 
'----' sao imlep•en.dente:s, devido a dependencia entre os termos Sss, s,. e Semelhente 
ser com o tensor 
Para LEKHNITSKll et a!. (1968), se o eixo z e tornado normal ao plano de simetria 
elastica e os outros dois eixos contidos neste plano, as equa<;:5es constitutivas sao escritas: 
sx = S11 crx +S12 cry +S13crz +S16 't"' 
(3.78) 
LEKHNITSKll et a!. (1968) apresentaram urn exemplo onde demonstram as 
propriedades de urn corpo possuindo urn plano de simetria elastica. Considere-se urn elemento do 
corpo na forma de urn paralelepipedo retangular, dois !ados do qual sao paralelos ao plano de 







FIGURA 3.111- Parale!epipedo retangular possuindo 1 (urn) plano de simetria elastica. 
Fonte: LEKHNITSKll et (1968). 
deforma<;:iio deste elemento e caracterizada 
quais podem ser encontradas pelas equa;;:oes 3.78: 
ex =Sl3crz Yyz = 0 
ey = S23crz Yxz = 0 
ez = s33crz y xy = S36cr z 
a!o~ng,ament:o relativo e distor<;:oes, as 
(3.79) 
0 coeficiente S36 representa a deforma<;:iio tangencia! no plano xy, ou s~a, uma distor<;:iio 
neste plano. Assim, no estado final do solido, haveria composi<;:ao de deformav5es normals e 
distorv5es em pianos paralelos a xy. Observa-se que as faces laterals permanecem retangulares, 
pois os coeficiente y yz e y xz sao nulos. 
3.5.2 Material com Simetria Elastica em Tres Pianos (Material Ortotropo) 
Urn solido, referido a urn sistema de coordenadas x., e denominado de material ort6tropo 
ou ortotr6pico, quando possui tres pianos de simetria mutuamente perpendiculares, com eixos de 
simetria X;. 
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Admitindo-se urn plano deste solido, referido a urn sistema de coordenadas x,, e 
procedendo-se agora uma rota~o de 180° em torno do eixo x~, confonne Figura 3.11, tem-se , 
an!!.lo;gmne111te ao caso material com urn 





FIGURA 3.11- Rota~ao de 180° em torno do eixo x1. 
Fonte: MASCIA {1991). 
Efetuando-se semelhantes rota!(oes nos eixos x2 e X;;, uma de cada vez, tem-se: 
s,6 = s,6 = s,6 = s54 = o 
E o tensor Sij fica com a seguinte forma: 
rSu s12 s!3 
0 0 0 
s2l s22 s23 0 0 0 
s,l s,z s,, 0 0 0 
'··u 0 0 s44 0 0 0 0 0 Sss 0 
0 0 0 0 s66 





Segundo LEKHNITSKll et al. (1968), quando 3 (tres) pianos mutuemente 
perpendiculares de simetria elastica passem atraves de todos os pontos de urn corpo homogeneo, 
as de generalizada, a urn sistema x, z 
s = X + 
Assim, para urn material possuindo 3 (tres) pianos de simetria elastica, o numero de 
constantes independentes sera 9 (nove). Urn elemento de urn corpo ortotropico na fonna de urn 
paralelepipedo retangular com !ados paralelos aos pianos de simetria elastica e com tensao nonnal 
ap!icada em urn de seus lados, confonne Figura 3.10, permanece sem alteraviJ.o de fonna, ou seja, 
nao ocorrerao distor<;:oes em seus pianos. 0 solido somente muda suas dimensoes originais. 
Dentre os tipos de simetria elastica, a ortotropica e a mais importante, pois e encontrada 
muitas vezes em casos praticos. De acordo com MELESH (1963), relao;:oes tensao-defonnao;:ao 
ortotropicas fomecem suficiente generalidade para descrever a maioria dos materiais estruturais. 
Segundo JAYNE & SlJDDARTH (1966), a maioria dos materiais fibrosos, quer sejem de origem 
natural ou reconstituidos, podem ser dassilicados fisicamente como ortotropicos. 
A madeira constitui-se num exemplo importante de material ortotropico, onde os eixos de 
simetria elastica seriem os eixos longitudinal, radial e tangencial, confonne pode ser visto na 
Figura 3 .12, onde tambem sao mostrados os eixos principais de elasticidade para a madeira. 
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FIGURA 3.12 - Eixos ortotropicos e pianos de ortotropia na madeira. 
Fonte: BODIG & JAYNE (1982). 
Assim, ao se estt:tdar a madeira deve-se col:npatilJili:zar as causas e os efeitos no sis!terr1a 
de refenencia principal, caso contnirio o tensor S1; niio teria somente nove elementos 
independentes e o estudo reca!ria em situav5es oomplexas. 
3.5.3 Material T:ransversalmente Isotropico (Um Plano de Isot:ropia) 
Segundo FUSCO (1993) os materials transversa!mente isotr6picos siio os que apresentam 
urn plano de simetria :fisica dentro do qual todas as direyoes siio materialmente equiva!entes. 
Considerando-se urn plano de urn solido referido a urn sistema de coordenadas, conforme 
Figura 3 .13, onde o plano x, - xz e dito de isotropia, ou seja, todas as direyoes contidas neste 
plano siio e!asticamente equivalentes, 0 eixo X3 e 0 eixo de simetria ehistica. 
(E, G, v) X'z 
FIGURA 3.13- Plano de isotropia material transversalmente isotropico. 
Fo11te: MASCIA 
Baseando-se nas equayoes dos itens anteriores, tem-se: 
Sn = S22 ; S13 = S23 ; s, = S66 ; 2(S11 - S22 ) = S44 (385) 
Assim, com a utilizayiio da notayiio usual em engenharia, o tensor S;; toma-se: 
1 v v 0 0 0 
E E E 
v 1 v 0 0 0 
E E E' 
v v 1 0 0 0 
s .. = E E E (3.86) •J 1 0 0 0 - 0 0 
G 
l 0 0 0 0 1 0 G' 0 0 0 0 0 1 
onde E, E' sao, respectivamente, o modulo de elasticidade no plano de isotropia e na direyao 
normal a ele; 
v, v' : coeficiente de Poisson no plano de isotropia e na dire<;iio normal a ele; 
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G, G' : modulo de eiasticidade transversal no plano de isotropia e na direo;:ao normal a 




Portanto, apenas 5 (cinco) coeficientes de Sij sao independentes. 0 mOdulo de 
elasticidade transversal G indica a isotropia no plano. 
3.5.4 Material Isotropico 
Urn corpo isotr6pico e aquele em que todos os pianos que passam por urn ponto sao 
isotr6picos, ou seja, todas as direo;:Qes sao elasticamente equivalentes e principais. 
Assim: 
E' =E; G' = G e v'= v (3.89) 
0 tensor S;j torna-se: 
1 v v 0 ol 0 E E E 
v 1 v 0 0 0 
E E E 
v v l 0 0 - 0 
sij = E E E 1 (3.90) 0 0 0 - 0 0 
G 
0 0 0 0 1 0 -
G 
l 0 0 0 0 0 1 -G 
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Portanto, o tensor Sij passa a ter apenas 2 ( dois) coeficientes independentes, ou seja, o 
modulo de elasticidade longitudinal E e o coeficiente de Poisson v, sendo que o mOdulo de 
G= E 
2(1+ 
e definido como: 
sistema x, y, z para um x', y', z' as constant<$ elasticas preservam seus valores numericos. 
Segundo MUSKHELISHIVILI (1963), nao existe na natureza corpos idealmente 
como isotropicos, como por exemplo os metais, que sao constituidos de mi'crc~sci)pi,cos cristais 
anisotropicos distribuidos arbitrariamente no material, conferindo assim, isotropia aos s6lidos 
constituidos desse material. 
3.6 Anisotropia Curvilinear 
Abordados os conceitos sobre simetria elastica e de como os materiais sao classificados 
segundo esta simetria, pode-se, neste momento, definir urn outro tipo de anisotropia, chamada de 
curvilinear. 
De acordo com LEKHNITSKll (1981 ), num solido homogeneo possuindo anisotropia 
retilinear, todas as direyoes paralelas sao equivalentes com respeito as propriedades elasticas, e 
todos os elementos na forma de paralelepipedo retangular com respectivas faces paralelas tern as 
mesmas propriedades de elasticidade. Mas, s6lidos homogeneos podem ter anisotropia retilinear 
ou curvilinear. 
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Segundo LEK.l::l:Nl:TSKII (1981), a anisotropia curvilinear de um solido homogeneo e 
caracterizada pelo fato que as dire<;oes equivalentes niio sao paralelas, mas obedecem a outras leis. 
Se es<;olliler urn sistema de reler~:ncia com co•Jrdlenadrts curvilineares ortogonais, de modo 
as dire<;oes em ponto coinddam com as dire<;oes equivalentes, relativas as propriedades de 
elastiddade, entiio os elementos infinitesimais, iso!ados por pares de pianos coordenados teriio 
X 
J r 
FIGURA 3.14- Solido homogeneo com anisotropia curvilinear. 
Fonte: LEKHNITSKII (1981). 
Considerando-se, entiio, um solido homogeneo com anisotropia curvilinear e que obedeya 
a lei de Hooke generalizada, as coordenadas em questiio sao c;, 'fl, (;. Assumindo-se que exista um 
potencial ehistico, a lei de Hooke generalizada neste caso pode ser escrita, de fomJa matridal, por 
(LEKHNITSKII, 1981): 
r a<< s,m sn22 sm, s,,,z sl123 sm, a, I ,, 
a"" s,z22 s,23, s22,, s2223 s223, cr"" 
c 
s,,,, s,m s,,23 s,3,, ::j (3.92) = &<" s,,,2 s,= s,23, 
a"' J Sim. s2323 s23,, (j'll<; s,, L s,m cr,< 
Est as equa.yoes contem, em geral, 21 ( vinte e uma) constantes de elasticidade, mas, da 
mesma maneira urn solido anisotr6~1ico linear, somente 18 ( dezoito) delas siio independentes. 
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Neste caso, as equavoes da lei de Hooke podem ser escritas num sistema ortogonal, mas os 
termos S;jld nao seriam constantes na anisotropia curvilinear, devido a mudanva de dir~o das 
estas simplifica~oes sao as mesmas caso de anisotropia retilinear. AssL.'Il, po11e-:;e 
ortotropia curvilinear, isotropia transversal para qualquer 1;, 
Po:r outro segundo LEKHNITSKll (1981 ), o cortcei1to de anis:otf;)pia cu:rvilirtear 
pode ser generalizado para s61idos nao homogeneos, uma vez que S;jkl e fum;ao da posivao, assim, 
o problema pode ficar alnda mais complexo. 
Anisotropia cillndrica; 
Anisotropia esferica; 
Neste trabalho, porem, somente e de interesse a anisotropia cilindrica. Tornando-se o 
eixo de anisotropia g como eixo z de urn sistema de coordenadas cilindrico r, e, z pode-se 
escrever a lei de Hooke como: 
s, = Sncr, +S12cr9 +S13crz +S14'tez +S151:, +S16t, 
&e = S,zcr, +S22cre +S23crz +S,;tez +S25'tn +S,6'trll 
Bz=~cr,+~~+~crz+~~+~~+~t, 
y ez = S14cr, + S24cr 6 + S34 crz + S4;tez + S45 '"' + S46 '"' 
y, = S15cr, + S25 cr9 + S35 cr z + S45tez + S,;t"' + S56t, 
y, = S,6cr, +S2ecre +S,6crz +S46'ez +S,et, +S66t, 
(3.93) 
Todas as direv5es paralelas a g e passando por diferentes pontos sao equivalentes, 
conforme esta representado na Figura 3 .15; todas as direvoes radiais que interceptam g em 
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angulos retos, sao tambem equivalentes; e todas as dire<;:oes ortogonais as duas primeil:as sao 
equivalentes se elas forem con:finadas a 3 (tres) pares de superficies: 
ptanos nm-mais a g, dois plrunos passando 
com eixo g em comum, 
g e duas superficies cilindricas 
FIGURA :us - Dire<;:oes paralelas e equivalentes, 
Fonte: MASCIA (1991} 
Se 0 solido nlio e homogeneo, OS coeficientes s\Jld das rela<;:oes (3,93), sao fun.yoes daJS 
coordenadas cilindricaJS, 
3.7 Sobre o Principio de Saint-Venant 
Na teoria da elaJSticidade, a solu<;:lio exata de alguns problemas apresenta comumente 
dificuldades matematicas devido a forma, as vezes complicadaJS, das condis:oes de contomo, 
Frequentemente e possivel obter uma solu<;:ao bastante satisfat6ria do problema se as condi.yoes de 
contorno sao urn tanto modificadas, Em 1855, R de Saint-Venant, propos urn principio como 
intuito de simplilicar a resolu<;:ao de tais problemaJS, Este principio pode ser apresentado como 
segue (SOKOLN1KOFF, 1987): 
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"Se algum sistema de fon;;as agindo sobre uma parte da superficie de urn corpo e 
for<;:as agindo sobre a mesma parte corpo, entao os 
efeitos dos dois diferentes sistemas sobre as partes do corpo suficientemente afastadas da regiao 
da aplica<;ao das foryas sao essencialmente os mesmos, contanto os dois sistemas de foryas 
sejam estaticamente eq1Jivalentes," 
A frase "estaticamente equivalentes" significa que os dois sistemas de fon;:as tern a 
mesma for9a resultante e o mesmo momenta resultante, Ou seja, uma mudano;:a na distribuio;:ao do 
carregamento nas extremidades, sem alterar o valor da resultante, modifica as tensoes de modo 
significative nas aplicavao for<;;a, sem efeitos apreciaveis 
o estado de tensoes das regioes afastadas do ponto de aplica<;ao, 
N a Figura 3, 1 7 esta apresentado um diagrarna de tensoes nonnais de uma viga bi-
engastada (Figura 3, 16), constituida de urn material isotropico e sujeita a urna carga concentrada 
no meio do vao, simulada no programa ADINA3 E possivel observar o comportamento das 
tensoes nas proximidades do ponto de aplica;;:ao da carga, onde ocorre urn salto no diagrama, e 
como que elas se distribuem nas regioes afastadas dessa singularidade, 
3 ADINA e urn programa de analise, linear e nao linear, em elementos finitos que tern a 




FIGURA 3.16- Viga bi-engastada sujeita a uma carga concentrada, 
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Com o aumento do uso de materials composites, a aplica<;ao do principio de Saint-
V enant na elasticidade anisotropica tern sido investigada por muitos autores. De acordo com 
CHLOI & HORGAN a principio de Saint-Venant e na analise de 
solidos solidos ela nao e justillcavel no pois a anisotropia 
pode estender a liJJ:!uenata dos ereitos de extremidade nesses solidos, e assim, eles podem ser 
negligenciados. 
MILLER & HORGAN (1995), estudando tensoes e deforma<;oes em faixas ortotr6picas 
e anisotr6picas submetidas a cargas na extremidade, tambem destacam que os efeitos das tensoes 
localizadas sobre os s6lidos anisotropicos sao maiores do que para os solidos ortotropicos, dando 
uma enfase n:<rti<::nl;ar 
decrescimo de tensoes. 
STRONGE & KASHTALYAN (1997), estudando a aplica<;ao do principio de Saint-
Venant em estruturas feitas de comp6sitos fibrosos unidirecionais, destacam que para urn solido 
anisotropico, ha urn pequeno decrescimo da energia de deformayao na direc;:ao onde o modulo de 
elasticidade e maior. 
Porem, nao invalidando os estudos desses pesquisadores, mas buscando-se uma 
simplifica<;ao nas tarefas analiticas que sao necessarias ao desenvolvimento deste trabalho, o 
principio de Saim-V enant e utilizado como uma ferramenta muito proveitosa. A seguir, sera 
apresentada outra ferramenta importante na analise de distribui<;iio de tensoes e de deformac;:Oes, 
denominada de funyao de tensao de Airy. 
3.8 A Fun~ao de Tensao de Airy (cp) 
Quando se tern um problema plano na teoria da elasticidade, as equa<;oes de equilibrio, 
com as forc;:as de volume ausentes, podem ser escritas como (TING, 1996): 
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(i = 1,2) (3.94) 
(3.95a) 
A solu9ao genii dessas equa9oes de equilibrio contem u.rna funr;:ao arbitrilria 4>(x,y) que 
tern uma simples forma (FILONENKO - BORO>DH:::H, 1963): 
824> 
= axz = - 2 ' oy 
Substituindo-se essas expressoes de tensao nas equa9oes (3. 95) observa-se que elas serao 
satisfeitas identicamente, qualquer que seja a funvao cjl, desde que suas derivadas parciais existam e 
sejam continuas ate a 4• ordem. Esta fun¢o + e chamada de funvao de tensao de Airy!. 
A solur;:ao genu (3 .96) pode facilmente ser obtida como segue: 
A equar;:ao (3 .95a) e satisfeita assumindo-se que: 
e 0\v ' =--XY Ox (3.97) 




Y Ox (3.98) 
onde x (x,y) e tambem uma fimvao de tensao arbitrilria. 
4 G. B. Airy. Brit Assoc. for !he Advancment of Science. Rept. 1862. (TIMOSHENKO & GOODIER, 1970). 
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Entretanto, ambas as equayoes (3. 95) serao satisfeitas simultaneamente somente se as 










Introduzindo-se os valores das func;oes de tensao \jJ e x nas equac;oes (3.97) e (3.98) 
obtem-se as equac;oes (3.96) que sao a solw;ao geral das equac;oes de equihbrio. 
A func;ao de tensao de Airy ( +) se most:ra muito importante, nao so na soluc;iio de muitos 
problemas da engenharia estrutural, mas tambem em out:ras areas. Por exemplo, 
YIANNOPOULOS et aL (1997) estudando os efeitos das pressoes internas na resistencia a fadiga 
de eixos de transmissiio, utiliza a func;ao de tensiio de Airy ( +) para calcular as tensoes termicas 
que surgem nesses eixos. Na investigac;ao dos mecanismos de ruptura em fios de t:ransmissiio, 
LUO (1999) usa urn modelo plano para descrever a distribuic;ao de tensoes e as soluc;oes sao 
dadas pela fun<;:ao de tensiio de Airy ( +) 
Neste trabalho, nos capitulos que se seguern, a func;iio de tensao de Airy ( +) sera utilizada 
na analise de solidos anisotropicos, sendo importante na soluc;ao dos problemas de distribuiyao de 
tensoes e de deformac;oes. 
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4 PROBLEMAS PLANOS DA TEORIA DA ELASTICIDADE DE SOLIDOS 
Al'IISOTROPICOS 
Neste capitulo, considerando-se os estados pianos de tensao e de defonnao;;ao, sera 
ap!·es<mU>da uma a alguns de 
solidos anisotropicos. 0 uso das funo;:oes de tensao para a solut;:ao destes problemas, bern como 
para problemas envolvendo solidos possuindo outros tipos de simetria elastica, tembem sera 
abordado. 
4.1 Estado Plano de Tensao de uma Chapa Homogenea 
0 estado de tensao em todos os pontos de um solido elastico e conbecido se as 
componentes de tensao sao conbecidas em tres pianos perpendiculares entre si e nonnais as 
dileyoes coordenadas. 0 estado de defonnao;;ao e determinado pelas componentes de defonnavao, 
as quais dependem dos tres deslocementos nas dileo;;oes coordenadas. 
Consequentemente, para se ter a detenninao;;ao completa dos estados de tensao e de 
defonnayao de urn solido elastico, o qual esta submetido a foryas extemas, e necessaria 
determinar nove parametres: seis componentes de tensiio cr;i (i, j = 1, 2, 3) e tres componentes de 
deslocementos u; (i = l, 2, 3). Para detennina-las sao necessarias nove equao;;oes independentes, 
que sao as tres equao;:oes de equilibrio e as seis equao;:oes expressando a de Hooke generalizada. 
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Neste contexto, modelando urn problema na elasticidade plana, LEKHNITSKII et al. 
(1968) consideram uma chapa elastica anisotropica homogenea de espessura uniforme, em 
seus e as forvas 
ponto da passa urn plano de simetria e1amc:a paralelo ao seu 
- As forvas aplicadas nos !ados e as for9as de volume estao agindo entre os pianos, os 
quais sao paralelos ao plano medio e elas estao distribuidas simetricamente em relaviio a este plano 
e variando suavemente em relayao a espessura da chapa; 
FIGURA 4.1 -Chapa submetida a urn estado plano de tensao. 
Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968). 
Urn estado de tensao na chapa que satisfaya as condi<;oes acima, segundo LEKHNITSKII 
et al. (1968), e chamado de estado plano de tensoes generalizado. 0 plano medio nao flete 
durante a deformat;ao e permanece indeformado. 
Desconsiderando-se a a<;ao das foryas de volume, as equa<;oes de equilibrio podem ser 
escritas, em notavao indicia!: 
(i= 1, 2) (41) 
No estado plano de tensao, tem-se a seguinte lei constitutiva: 
& = Sklcrkl lj lj (4.2) 
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onde eij sao as deformac;oes, cr" as tensoes e Sijk! o tensor de compliancia, com os indices 
subscritos assumindo os valores l e 2. Utilizando-se da notac;ao reduzida apresentada por TING 
pode-se escrever a 
n = 1, 2, 6) 
equac;oes de eq1.1ilitlrio sao satisfeitas pela intJ:oduclio de uma funl(ao de ten:sao <!> e 
assumindo-se que: 
cr" =$,22 cr 12 = -4», u 
Su1Jstltuu1dc>-se as eqW>I(i'ies ( 4 .4) nas equal(oes oonstitu1tiv:as 
compatibilidade 
obtem-se a equaciio diferencial: 
S22$,1111 -2526$,,112 +(2S12 + S66 )$,"22 -2S16$,1222 +Sn<l>,= = 0 
(4.4) 
e esse result:1do na 
(4.5) 
(4.6) 
Essa mesma equac;ao diferencial foi tambem obtida por JAYNE & HUNT (1969), na 
modelagem de problemas pianos envolvendo s61idos anisotropicos. 
Em particular, para uma chapa ortotropica, obtem-se: 
S22 <\>,nn +(2S12 + S66 )$,n22 +Sn <!>,= = 0 (4.7) 
Colocando-se as constantes de engenharia, tem-se: 
1 ( 1 2V 21 ) 1 E<l>,m, + G £ <!>,1122 +E<I>,2222 = o 
2 12 1 l 
(4.8) 
E por fim, para uma chapa isotr6pica, E 1=E2=E; e a equac;ao toma-se: 
(4.9) 
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4.2 Estado Plano de Defo:rma~o num Solido Homogenoo 
pr•obllen1a de estado de deforma~iio tern muito em comum com o prc•bl~:•ma 
elastico de uma chapa submetida a tensoes planas generalizadas. De acordo com 
LEKHNITSKII et at (1968), considerando-se urn solido anisotropico homogeneo na forma urn 
cilindro de se"iio transversal arbitrilria, onde a dimensiio do solido na direyiio z e maior, e que esta 
em equilibria com as for<;:as distribuidas sabre a superlicie lateral e com as foryas de volume, 
conforme Figura 4.2, supoe-se que: 
- as for<;:as estiio agindo em pianos normais a geratriz e silo constantes ao Iongo dela; 





FIGURA 4.2- Solido anisotropico submetido a urn estado plano de deformayiio. 
Fonte: LEKHNITSKII et at (1968). 
As ses;oes transversais extremas sao con:finadas entre pianos rigidos sem atrito, de tal 
forma que o des!ocamento na direyao axial e impedido. Desde que nao exista deslocamento axial 
nas extremidades, e por simetria, na ses;ao do meio, pode-se admitir tambem que nao ocorrem 
deslocamentos em todas as se<;:Oes transversais. Sobre urn solido sujeito a estas condi<;:Oes, diz-se 
que esta submetido a urn estado de deformas;oes (JAYNE & HUNT, 1969), 
6() 
Utilizando-se urn sistema cartesiano de coordenadas, em notayao diferencial, e 
assumindo-se para os deslocamentos: 







e =v ="' =0 z ''fZ txz (4.12) 
equili'brio pt)oe:m ser escritas: 
(4.13) 
(4.14) 




'!: ='!: =0 yz xz (4.17) 
onde 13 ii sao constantes, as quais podem ser chamadas de coeficientes reduzidos de deforma<;:i'io 
(LEKHN1TSKTI, 1981). Eles sao relacionados com S;i pela seguinte formula: 
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(i,j = 1,2,6) (4.18) 
com as tensoes: 
= ~ 2 ' oy 
= Ox.' ' = 
e utilizando-se ainda a equa<;iio de compatibilidade (4.5), obtem-se: 
(4.20) 
em nota<;iio ind!ici:al 
~zz!l>,m, -2~z6!1>,mz +(2~,2 + ~66 )1>,,122 -213,.$,,222 +l3n$,= = 0 (421) 
As formulas e equal(oes apresentadas nao consideram as condi<;oes de extremidade do 
cilindro. Estritamente falando, elas sao verdadeiras para urn cilindro infinito. No caso de urn 
cilindro com uma extremidade livre, como uso do principia de Saint-Venant, como ja comentado, 
e possivel desprezar a infiuencia dessa extremidade livre na distribuil(il.o de tensoes. 
Devido a quase completa identidade das equal(5es basicas e das condil(oes de contomo 
para os estados pianos de tensoes e de deforma<;oes (a diferen<;a esta somente nos coeficientes 
presentes nas eqmtl(5es constitutivas ), ambos problemas sao resolvidos por metodos identicos. A 
solul(iiO para urn problema plano de tensoes pode ser completamente aplicada ao correspondente 
case plano de deforma<;5es. 
Assim, LEKHNITSKll et al. (1968) mostram que urn problema plano da teoria da 
elasticidade, considerando solidos anisotropicos, e reduzido a determina<;ao de urna fun<;ao de 
tensao t, a qual satisfaz a equa<;ao diferencial (4.6) e as condil(5es de contomo de cada problema 
em estudo. 
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4.3 Calculo dos Deslocamentos de um Cilindro Anisotr6pico 
Baseando-se no tral,a!l:to de LEKHNITSK!I e considerando-se a anitsottopia 
cillndrica, aruilisa-se neste a conceitua9ao te<irk:a a respeito calculo deslocamentos de 
urn cilindl:o rullis<>tn'lpic:o com carga axial constante aplicada em suas extremidades, cmlfmme 
Figura A tensao e a deforma9ao na dire9iio axial sao consideradas constantes. 
FIGURA 4.3 -Cillndro anisotropico submetido a uma carga axial. 
Fonte: LEKHNITSKII (1981). 




Para se ter as distribuivoes de tensoes e de deformay5es, e neoessfuio determinar seis 
componentes de tensoes e tres componentes de deslocarnentos satisfazendo as equa<;:oes de 
equilibria e as condi<;:oes de contomo. As equa<;:oes de equilibria, considerando-se o eixo z como 
eixo de alllisotropia, pod em ser escritas como: 
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iJ(cr,- U') 1m"' cr, -cr 9 0 -'-'---~ +---+ -'---"'-
Or rae r 
e as rela<;:oes constitutivas : 
a,= Sllo, + S,zGe + SJ3crz + s,;tez + s,,,"' + s,.-r,e 
ae =S,2o, +S22cre +S23crz +S241:ez +S251:n +S26'tnl 
az =S13cr, +S22cre +S,3crz +S34'tez +S3s'n +8361:"' 
= +S24cre +S34crz +S44'tez +S451:rz + 
ly"' = S,,cr, + + S,cr z + S4;tez + 8 55 1:, + S,,;t,e Y,e = +S26cre +S36crz +S""'tez +S,6'tn +S66't,e 
(4.24) 
Fazendo-se a deforma~o normal em z (a.) igual aDeem seguida isolando-se a tensiio 
nonnal neste dire<;:iio tem-se: 
(4.25) 
Introduzindo-se os coeficientes de defonna~o reduzidos: 
(i,j = 1, 2, 3, 4, 5, 6) (4.26) 
Observa-se que este tensor e simetrico e que !313 = !3 31 = 0, para i =1 a 6. 
















+ ... + (4.27e) 
Atraves da integrao;:ao da terceira, quarta e quinta equa~oes pode-se obter os 
9). 
Alem disto, para satisfazer a primeira, a segunda e a sexta equa~ao, D sera funo;:ao linear 
D ==AI cose + Brsen9 + C (4.28) 
onde as constantes A, Be C sao determinadas atraves das condio;:oes de contorno. 
Depois de algumas manipu1ao;:oes matematicas, LEKHNITSKII (1981) apresenta urn 
sistema de 3 (tres) equao;:oes para u e v ( correspondente a primeira, segunda e sexta equao;:oes de 
(4.27)) 
o au au, 
!: ==-==-
' Or Or 
o 1 av u &a==--+-
rae r 
o lau av v 
'Y"' ==--+---
rae Or r 
(4.29) 
e urn sistema de 2 (duas) equao;:oes para w (corresponde a quarta e quinta equao;:oes de (4.27)): 
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Ow Ou, Ow 
-=--+-
Or i'Jz Or 
}Ow lOw B 
--=--+--
rOO rOO 8z 
elimina<;:ao fun<;:oes u, v, w destes sistemas, pode-se ficar com urn siS1terr1a 
eqrnu;oes , somente em fun<;:ao das tensoes. Para elirmn:ar u e v do primeiro sistema, 
se a identidade: 
8 ) 0 82 ( 0) 82 ( 0 ) r- s, +r-2 re 8 --- ry,. =0 E!r E!r E!rOO (4.31) 
Qrnmdo as funo;:oes u, v, w sao detenninadas, os deslocamentos podem ser obi:idcls 
u =--(AcosS+BsenS)+u+u: 
' 2 " 
zz 
u 6 =--(-AsenS+BcosS)+v+~rz+u~ 2 
w = z(Ar cosS + Brsen6 +C)+ w + w' 
Nestas equayoes estao incluidos os deslocamentos de corpo rigido escritos por: 
u; =z(ro 2 oos8-ro,sen8)+u 6 cos9+v0sen8; 
U~ =-z(ID 2 Sen9+ID 1 COS9)+ID 3r-u 9sen8+V0 rosS; 
w'=-r(ID 2 COS8-ID1Sen8)+w 0 
(4.32) 
(4.33) 
Segundo LEKHNITSKII (1981), alem da carga axial constante, a aplicavao de momentos 
fletores e torsores em estruturas cilindricas e tambem possivel. CHEN et al. (2000) estudaram o 
mesmo cilindro anisotr6pioo, porem, submetendo-o a vilrios carregamentos, inclusive a variayao 
de temperatura. 
A seguir, e apresentada a aplicavao da fimvilo de tensile em alguns trabalhos realizados 
sobre distribuiyao de tensoes e de deformavoes em elementos estruturais possuindo diferentes 
tipos de simetria ehistica. 
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4.4 A Aptic~u;ao da Fum;io de Tensio na Solu~io de Alguns Problemas Pianos 
Na aplicayao do modelo anisotr6pico cilindrico na ma<ieil:a, CARRIER & ITHACA 
apresentam uma analise sobre placas de um material possuindo anisotropia cilindrica. 
Sao feitas algumas aplicayoes considerando-se o estado plano tensoes. Uti!izando-se as 
equavoes de equilibrio, as relayoes deformavao-deslocamento e a de Ho•ok•e, em coordenadas 
cilindricas, pode-se chegar a fun9iio de tensao de Airy ( +) para este caso, a qual satisfaz as 
equayoes de equilibrio: 
1 02Ql 
= +--
cr"' = - _!!_ [.!. a.p] 
o, roe 
Com o emprego de uma fim9ao de tensao em termos de r e e, sao construidos diagramas 
de tensoes e de deformavoes para placas carregadas na direyao radial. 
Outra aplicayao da funyiio de tensao de Airy(+) e feita por FOSCID (1970) no estudo de 
estruturas cwvas de madeira. Segundo a mesma base te6rica de CARRIER & ITHACA (1943), 
FOSCID (1970) fez uma arullise numerica, via elementos finitos, destas estruturas, com 
anisotropia cilindrica. 
Com base nestes trabalhos, NOACK & ROTH (1976) apresentam uma interessante 
analise matematica da teoria da elasticidade de materiais ortotr6picos, considerando-se a 
anisotropia romboedrica (retilinear) e a cilindrica. Em seguida sao feitas algumas aplicayoes da 
teoria para estruturas cwvas ern madeira larninada. 
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GREEN & ZERNA (1954) apresentam urn estudo sobre a distribuiyao de tensoes numa 
peya tracionada com urn orificio intemo. Estas distribuiy5es sao comparadas com urn material 
i•otn:inic:o e pode-se observar os diferentes comportamentos mecamcos quando as tensoes 
apticadas longitudinalmente e quando sao aplicadas normalmente a direyao longitudinal. 
Considerando-se o problema das tensoes intemas que smgem devido a :retrayao durante a 
secagem HSU & TA."NG (1974), fize:ram urn interessante estudo analisando urna pe<;:a 
de madeira em fo:rma de tronco sem fon;:as externas. 
A retrac;:ao (a,) devido a variayao HSU & TANG 
como parcelas das relay5es tensao-deformayao, em coordenadas cilindricas, da seguinte "'"""'· 
s, =S,cr, +S,.cr8 +S,.crz -a,; 
Ee = s,cr' + Soocre + Sezcr z - ae; 
ez =S"'cr' +Sezcre +Szzcrz -az; 
onde a.,, ae, e az sao retrayoes nas direvoes dos eixos r, e e z, respectivamente 
(4.35) 
Devido a sirnetria radial, ax:imetria, o campo de deslocamentos e funyao de r e o 





onde c e assumido como urna constante. 
(4.36) 
Desde que a deformac;:ao em z seja constante as deformac;:oes sao reescritas, atraves dos 
coeficientes reduzidos de defo:rmayao (13), por: 
onde: 
e, =13rrcr, +13,.cre +13,; 
~>e = 13,.cr, + l3eecre + l3e (4.37) 
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Q = s _ s;zs;z . 




Com isto o problema a ser resolvido e determinar a soluyao desta equa<;:ao conjuntamente 
com as equa<;:oes constitutivas, conside:rando-se tambem a equa<;:ao de compatibilidade das 
deforma<;:oes. Assume-se, entao, uma funyao t(r), diferenciavel em r, tal que: 
cr=<P'. 
' ' r 
(4.40) 
Verifica-se, claramente, que estas tensoes satisfazem as equa<;:oes de equilibria. As 
equa<;:oes constitutivas tomam-se: 
tem-se: 
e, =~" <!>' +P,.,4>"+13,; 
r 
<!>" !:e = 13,.,- +Pee¢" +f3e 
r 




E a forma genii solu<;:iio desta equa<;:ao diferencial e a seguinte: 






com tres constantes desconhecidas, At, Az e A3. A titulo de ilustrac;;ao, HSU & TANG (1974) 
apresentam alguns valores de k, para algumas especies de madeiras norte-americanas: 
TABELA 4.1- Valores de k para algumas especies de madeira. 
Especies Teor de Umidade 
6% 12% 20% 
Yell ow-poplar 0,677 0,678 0,679 
Green ash 0,761 0,761 0,760 
Engelmann spruce 0,725 0,745 0,745 
Fonte: HSU & TANG (1974). 
Estudando as tensoes e as defonnac;;oes em vigas ortotropicas submetidas a cargas 
nonnais e tangenciais, SILVERMAN (1964) desenvolveu urn metodo de solu<;:ao, pela 
considera~;ao de uma faixa infinita possuindo elasticidade plana, atraves da utiliza<;:ao de fun~;oes 
de tensiio de Airy ( +) polinomiais de viui.os graus, empregando seu metodo em viui.os exemplos. 
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TIMOSHENKO & GOODIER (1970), mostram que na solu<;ao de problemas 
bidimensionais da elasticidade isotropica, as soluvoes da equa<;ao ( 4. 9) na fonna de polinomios 
sao de grande Utilizando-se de graus e 
adequadansente seus coeficientes, solu<;oes para chapas e vigas retangulares, sul,meti•ias a 
diversas condiyoes de carregansento e vinculayao, a partir de formas simples de tensao, 
sao apresentadas. 
TULLINI & SAVOIA (1999), estudando Vigas ortotropicas submetidas a qualquer 
distribuio;:ao continua de cargas nonnais ou tangenciais, sugerem uma solu<;ao em fonna de serie 
polinomial expandida da fun<;ao de Airy (4>). 
Calculando as tensoes num cilindro circular vazado, de paredes espessas, submetido a 
uma pressao extema distribuida unifonnemente em rela<;ao ao eixo x da se<;ao transversal do 
cilindro, confonne mostrado na Figura 4.4, YIA.NNOPOULOS (1996) utilizou uma fun((ao de 
tensao de Airy ( 41) expressada em coordenadas polares. 
FIGURA 4.4 - Cilindro circular vazado submetido a uma pressao extema. 
Fonte YIANNOPOULOS (1996). 
7! 
cilindro e considerado Iongo, elastico e com uma espessura constante da parede, e 
como a distribui<;:ao de pressao, representada por uma serie de Fourier, e aplicada ao Iongo do 
ser tratado como urn prc•ble:ma plano. 
De acordo com YIANNOPOULOS (1996), a fun<tiio 
satisfazer a equa~ao hi-harmonica: 
( EP 1 a 1 8 2 J r 8 2¢ 1 011> 1 8 2 ¢j' l ar2 +-;: ar +;z oez •l arz +-;: ar +;z 002 = 0 
com as seg:uiTI:tes condi~oes de contorno: 
e 1:,e=O 




os coeficientes ~ e A, sao obtidos pela fun~o periodica: 
2n 
An =-J q(9)cosn8d9 
1to 
A solu<tao geral da equa<tii.O (4.38) torna-se: 
tensao de 
2 a c ( a· . J ljl=a0 lnr+b0 r +-1 r8sen9--' r8cos6+lb1r3 +-1 +b1rlnr cos9+ 2 2 r 
+( d;r3 + c; + d;rln r }en e + ~ [anrn + bnrn+Z + a~r-n + b~r-n+Z ]cosne + 
+ :t [cnrn + dnrn+Z + c~r-n + d~r-n+Z ]sen ne 
n=2 
determinadas. E as componentes de tensao podem ser determinadas pelas relas:oes: 
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Segundo YIANNOPOULOS (1996), uma grande variedade de problemas pniticos pode 
ser tratada usando os resultados de seu trabalho, como por exemplo, a detenninaviio de tens5es 
em conduites dlindricos enterr:adc1s em e as 
cargas m6veis da super:ficie exercem pressoes sobre e!es. Outro exemplo interessante, e o da 
determina~o das tensoes presentes nos revestimentos a<;o, que servem de anteparos, dos timeis 
escavados na terra. 
KUMAR et a!. (1995) tambem estudando um cilindro circular vazado de paredes 
espessas, utilizaram a fun~o de tensiio de Airy ( +) para a determina~o das tensoes e das 
deforrnayi'ies que surgem nesses dlindros devido a fluenda. Em sua aruilise numerica, KUMAR et 
a!. (1995), consideraram uma distnbuivao de pressao, devido a fluencia, nao uniforrne e 
assirnetrica em relavao aos eixos da sevao transversal do cilindro. Essa distribuivao de pres sao 
tambem e aproximada por uma sene de Fourier: 
00 











A funviio de tensao de Airy(<!>) usada por KUMAR et al (1995} e a seguinte: 
+f, + 
ro 
:L ]cosnS+ (4.53) 
n=2 
+ + 
onde a.,, b0, bt, ft, a., b., c,, d,, e., f., g. e h. sao coe:ficientes indeterminados. Essa fun9iio satisfaz 
a equa9ao hi-harmonica: 
As tensoes siio determinadas, assim como YIANNOPOULOS (1996), por: 
1 ap 1 02$ 
cr =--+---
' r ar r 2 8S2 
E as deformav5es no cilindro sao determinadas por: 




Estudando a otimizayao das tensoes em materiais oomp6sitos fibrosos, LEISSA & 
VAGINS (1978) utilizam a fun9ii.o de tensiio de Airy (41) para a analise da variayao do modulo de 
elasticidade desses materiais. 0 problema e formulado em ooordenadas cilindricas, considerando 
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um cilindro elastico ortotropico vazado de paredes espessas sujeito a urn estado plano de 
deformayao. equayao de compatibilidade e escrita: 
e as equa<;:oes de equiili'brio: 
(4.59) 
Devido a nao homogeneidade do material, os coeficientes el<isticos presentes nas rela<;:Oes 
constitutivas, nao sao constantes e est1io definidos em fun.;ao das coordenadas r e 9, isto e, = 
!Xii (r,9): 
(4.60) 
Porem, em vista da complexidade de se trabalhar com materials nao homogeneos, 
LEISSA & VAGINS (1978) assumem que esses coeficientes variam de maneira uniforme atraves 
do solido, podendo ser expressos em termos de a 22 porum conjunto de relac;:oes lineares: 
Cl.n (r, e)= ell 0.22 (r, e) 
0.12 (r, e)= c12a22 (r, e) 
0.33 (r, e)= c,,a22 (r, e) 
(4.61) 
A analise a.inda e mals simplificada considerando-se a aximetria presente no dlindro, 
assim, as deforma.;oes dsalhantes no plano :r-9 (yrll) e as derivadas em relayao a 9, presentes nas 
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equa<;;oes de equillbrio e na equa<;;ao de compatibilidade, desaparecem, sendo conveniente 








Utilizando-se ainda as equavoes (4.60), (4.61), (4.62) e as simplificay5es das equavoes 
( 4. 61 ), a equao;;ao diferencial que modela o problema e escrita: 
( dljl +c 1j!Jda22 +(d
2
1jf +.! dljl -c ~I =O 
dr 12 r dr drz r dr n r2 )u (4.65) 
Para uma distribuio;;ao de pressoes intemas conhecida, a fun<;;iio de tensiio v(r) e dada, 
assim, ficando desconhecidos os coeficientes ehisticos do material, que podem ser determinados 
atraves de condiy5es de contorno convenientemente definidas, visando-se o controle das tensaes 
nesses s6!idos. 
Uma outra aplicavao da fun~tao de tensao de Airy($), e feita por TUTUNCU (1998) na 
aruilise de tensoes e de deforma¢es em vigas curvas ortotr6picas, de sey5es transversais 
constantes, submetidas a cargas nas extremidades. 0 problema e formulado em coordenadas 
cilindricas, e considerando-se a aximetria existente, a fun<;;ao de tensao auxiliar de Airy ( v) e 
utilizada. 
Nos pr6ximos itens, que ainda compoem a revisao bibliografica, apresenta-se a aplica<;;ao 
das funvoes de tensao polinomiais, feita por LEKHNITSKII et al. (1968), e tambem por HASHlN 
(1967), na soluo;;ao de problamas pianos envolvendo estruturas anisotr6picas. 
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4.4.1 Exemplos Estudados por LEKHNITSKII et al (1968) 
LE~1TSKll et (1968), tam.bem fun<yoes 
estudaram as tensoes e as deformav5es em alguns exemplos de 
submetidas a diferentes condiv5es carregamentos e vinculav5es. Os casos amilisados 
LEKHNITSKll et (1968), tern servido de base para de outros pesquisadores, dentro 
da elasticidade aplicada aos s6lidos anisotr6picos, e assim, nao podem deixar de serem abordados 
no presente trabalho. 
4.4.1.1 Chapa Retangular Anisotr6pica 
LEKHNITSKll et al. (1968) consideraram primeiramente uma chapa retangular 
anisotr6pica, de espessura h, a qual esta submetida a urn estado plano de tensoes devido a foryas 
prescritas nos seus !ados. Sao assumidos na amilise dois casos de carregamento: travao e 
cisalhamento. Em ambos os casos, a lei de Hooke tern a seguinte forma: 
c.= Sncr. +S12cr, +S16 1:"" 
s,=Sucr.+Sncr,+Smtxy 
Yxy = S,6crx +Sz6cr, +S661:., 
4.4.1.1.1 Caso 1: Tra~ao 
(4.66) 
A chapa esta submetida a tra<;:ao por foryas normais p distribuidas uniformemente sobre 






FIGURA 4.5- Chapa retangular anisotr6pica submetida a tra<;ao. 
Fonte LEK.H:NlTSKH et (1968). 
Na chapa tem-se: O:x = = =0 (4.67) 
A fun<;ao de tensao tern a fonna de urn polinomio de zo grau: 
(4.68) 
A distribuivao de tensoes e identica ao caso de uma chapa isotr6pica ( ou ortotropica) 
submetida a trayao, e as defonnayoes sao detenninadas das equayoes (4.66): 
S p . Sx:::::ll·p:::::E' 
X 
(4.69) 
onde estao inseridos OS tennos modulo de elasticidade (E;), coeficientes de Poisson ( Vij), modulo 
de elasticidade transversal (Gij) e coeficiente de influencia mutua de segunda especie (TJ;,ij)· 
Como resultado da aviio das forvas de tra<;;iio, a chapa anisotropica alonga-se na direviio 
do eixo x e encurta-se na dire<;;ao do eixo y. Devido a anisotropia presente na chapa, ela torna-se 
distorcida no plano xy (como pode ser observado na linha pontilhada da Figura 4.5). 0 grau de 
obliquidade e determinado pela constante S16· Uma chapa ortotropica, ou isotropica, pennaneceria 
retangular. 
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4.4.1.1.2 Caso 2: Cisalhamento 
Forvas tangenciais de intens:id2tde t sao distribuidas uniformemente 













os lados de 
FIGURA 4.6- Chapa retangular anisotropica submetida a forvas tangenciais. 
Fonte: LEKHNITSKII et al (1968). 
Na chapa tem-se: crx =cry= 0 ; (4.70) 
A funvao de tensiio que satisfaz as equa<;:oes de equilibrio ( 4.1 ), e a seguinte: 
~=-txy (4.71) 
Das equayoes (4.66) obtem-se: 
11 t 
s =S ·t=~-y 26 E , 
y 
(4.72) 
A chapa anisotr6pica e submetida, neste caso, nao somente a distoryao do plano xy, a 
qual e detenninada pela constante S66, mas tambem a deformavoes normais de seus !ados, 
dependendo dos sinais de S16 e S26- Chapas ortotr6picas ou isotropicas, nesta situavao de tensao, 
apresentariam distor<;:ao sem deforma<;;5es normais. 
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Em ambos exemplos, na situa<yao de tra9ao e de cisalhamento, observa-se a participa9iio 
das tensoes normais em deforma(f5es tangenciais e de tensoes tangenciais em deforma(foes 
normrus. se deve, segundo LEKHNITSKII (1981 ), a presen((a dos co~l:!icient<es 
primeira especie ( lluj) e de segunda especie 
respectivamente. 
4.4.1.2 Fiexio Pura 
Neste (1968) analisam a defi>nn<•9iio uma 
anisotr6pica submetida a urn estado de flexao pura, causado por momentos M aplicados em suas 
extremidades, conforme Figura 4. 7: 
_, h [._ 




FIGURA 4.7- Viga anisotr6pica subrnetida a urn estado de flexao pura. 
Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968). 








LEKHNITSKII et (1968) definem os deslocamentos de pontos na viga, atraves da 
integra~ao das equa~oes constitutivas (4.70), como: 
u=-(S ""+..!_S y2 j1 -roy+u =M(_l_x;y+..!_ 'l,.,x l- +u0 I I ll'"J 2 16 0 I I E 2 E ) 
' ' X X 
M ( v xy 2 1 '] rox+v =-, --  --x +rox+v 0 21 I E E 0 
\ X X 
(4.76) 
ro, v0, no sao constantes expressando deslocamentos de corpo rigido no plano medio VIga. 
A exp1ressiio mostra uma VIga anisotr6Jlica nao pelm!mece!n 
planas durante a deforma~ao, diferindo assim das se~oes transversals vigas ortotr6picas ou 
isotr6picas. 0 empenamento da se<;:ao transversai depende da constante S16. 
A equa(fiio da linha elastica da viga, que tern a mesma forma da equayiio de uma VIga 
isotr6pica, e a seguinte: 
- MSn (lx. 2) v--- -x 
21 
(4.77) 
4.4.1.3 Flexiio de u.ma Viga Engastada 
Uma viga engastada com se~ao transversal retangular e fletida por uma forya transversal 
P aplicada na extrernidade livre (Figura 4.8): 
8! 
LEKHNITSKll et 
A solw;:ao para este caso e obtida usando-se uma funv1io de tensao na forma de urn 
po!inomio de 4' ordem: 
As componentes de tensiio sao determinadas atraves das equa'(oes ( 4.4): 
(4.79) 
Nota-se, na Figura 4.8, que as tensoes crx nao sao distribuidas !inearmente na se~ao 
transversal, pois o coeficiente S,6 nao e nulo devido a anisotropia, mas de acordo com uma lei 
parabolica. A !inha pontilhada representa a distribuiyao de tensoes de uma viga isotropica ou 
ortotropica. 
A lei parabolica para a distribuiyao de tensoes normals na se'(ao transversal nao influencia 
a equayao da linha elastica, a qual e a mesma de uma viga ortotropica ( ou isotropica): 
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(4.80) 
>0 elae a: 
cr =- 1+ ·-6Pl ( b) mix hb 2 llxy,x J/ ( tensao de travao) (4.81) 
S = llxy,x < O . e para 16 . 
(tensao de compressao) (4.82) 
83 
4.4.1.4 Flexio de Vigas Anisotr6picas com Cargas Unifonnemente Distribuidas 
Segundo LEKHNITSKII et al (1968), a distribuigao de tensoes em vigas anisotropicas 
submetidas a carregamentos unifonnemente distribuidos ao Iongo do seu comprimento ii obtida 
uSlmd,o-!>e uma fungao de tensao tomada na fonna de urn poiinomio de s• ordem. As constantes 
arbitrarias desse polinomio podem ser escolliidas de maneira que as tensoes, ao Iongo !ados da 
viga, satisfayam as condigoes de contorno. LEKHNITSKII eta!. (1968) fornecem solugoes para 
dois casos de vinculavoes: 
4.4.1.4.1 Caso Viga Engastada 
Para uma viga subrnetida a urn carregamento unifonnemente distribuido q, confonne 
Figura 4.9, LEKHNITSKII et al. (1968) fornecern as seguintes fonnulas, obtidas a partir da 
fungao de Airy, para as componentes de tensao: 
-I 1-
c::: I hI 
§ M I I 
i \ 
w b !;::' X z I ~ t::: ' ~ l 
w I y 
" 
FIGURA 4.9--- Viga engastada sujeita a urn carregamento uniformernente distribuido. 




Substituindo-se nos coeficientes do tensor de compliancia as constantes de engellharia: 
S = 'llxy,x , 
16 E , 
X 
(4.86) 
as equavoes tornam-se: 
qx
2
y q [ x ( l2y
2
) [( v"" E, ) 2 ] (4y
3 
3yJ] cr =---+- 11 ·- 1--- +2 --+-- -(11 ) · ---




't =-qx(~-y2 J- ·TJ (y_- 4y3 J 
"Y 2! 4 h xy,x b b 3 (4.89) 
Nota-se nas expressoes de O'x e 'txy, a presenva do coeficiente de influencia mutua de 1'. 
especie que, como ja visto, quantifica a influencia de tensoes tangenciais em deformavoes normais. 
Para uma viga isotr6pica, LEKHNITSKll et al. (1968) apresentam as seguintes tensoes: 
cr =- qxzy + 1(4y3 -3yJ 
X 2! h b 3 5b 
(4.90) 
(4.91) 
't =- qx(~-yzJ 
X'j 2! 4 
(4 92) 
E a expressao para a equa<;:ao da linha elastica: 
v= qSn (x 4 -4/3x+3r)- qb' (3S, +4S _!, s;6 1(x-1,z 66~ 8 1 \ " n) 
po•:lertdo tan1Mm ser como: 
-4/3x + 
4.4,1.4.2 Caso 2: Viga Bi-Apoiada 
Para uma viga simplesmente apoiada e fletida por uma carga uniformemente distribuida 
(Figura 4.10), de acordo com LEKHNITSKll et al. (1968) as formulas para as tensoes cry e 1:xy 
sao as mesmas para o caso anterior, e as tensoes cr, sao dadas pela equa<;:ao (4.95): 










FIGURA 4.10- Viga bi-apoiada sujeita a um carregamento uniformemente distribuldo. 
Fonte: LEKHNITSKH et al. (1968). 
I -" E , cr = qy (lz -x2)+.1 -1] x(l-12y'J+2l(-~+-x J-11 2l~- 3yJJ (4.95) x 2! h xy.x b b 2 2 4G xy.x b 3 5b xy 
e a equa9iio para a linha elastica: 
86 
2[ 2J q 4 2 2 4 qb V Kf 1 32 1l>cy,x 2 2 v= (x -6/ x +51)+- -3-+4·---·-- V -x) 
24Exi 801 Ex G"'f 3 E, 
(4.96) 
Observando-se as equa;;;oes (4.94) e (4.96), onde tambem estlio presentes os ooeficientes 
irdluencia mutua 1 a especie, nota-se que os deslocamentos da 
vi gas isotropicas ( ou ortotropicas). 
elastica sao dif<:re~Jttes 
apresentados 
4.4.1.5 Flexio de Vigas com C~n·gas Lmearmente Distribuidas 
Segundo LEKHNITSKll et at (1968), como uso de uma funo;;lio polinomial de 6' ordem 
e !acil se obter a solu((lio para as tensoes para uma viga carregada por foryas distribwdas de 




b 0 ~ X I ~ I 
f 
' w 
FIGURA 4.11- Viga ortotropica submetida a urn carregamento linear. 
Fonte: LEKHNITSKH et at (1968). 
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Para vigas anisotropicas, segundo LEKHNITSKII et al. (1968), nao ha dificuldade para 
encontrar solw;:oes para as tensoes, mas as f6rnmlas e equa-;:oes serao mais trabalhosas devido ao 
das constantes S,n e Sz. serem diferentes zero, 
4.4,1,6 Flexio de Vigas Submetidas a um Car:regamento Distribuido de Forma 
Arbitraria 
ac<)rdo com LEKHNITSKII et aL (1968) e possivel encontrar solucoes as 
tensoes em vigas homogeneas submetidas a carregamentos nonnalmente distribuidos ao Iongo 
seu comprimento, possuindo diferentes formas, atraves de fun<yoes de tensao, Quando urn 
carregamento, em funyao de x, e dada na forma de urn polinomio de grau n, entao a 
oorrespondente funyao de tensao sera definida como urn polinomio de grau (n + 5) em funyao de x 
e y, 
lsto pode ser representado como a soma de polinomios homogeneos: 
n+5 
$= :LPJx,y) (4,100) 
k=2 
onde, 
P ( ) _ A k , A k-1 A k-2 2 A k k x,y - kox ,- klx y+ k2x y +.,,+ kky (4.101) 
e A,a sao coeficientes constantes, Polinomios de segunda e terceira o:rdem satisfazem a equayao 
( 4. 6) para quaisquer val ores de coeficientes. Polinomios de maier ordem, quarta e quinta por 
exemplo, possuem 4 ( quatro) coeficientes arbitrilrios e todos os outros podem ser expresses por 
esses. 
Assim, por exemplo, para se obter as distribuiyaes de tensoes numa viga submetida a urn 
carregamento dado como uma fun.yao quadnitica em x (uma lei parab6lica) e necessilrio tomar a 
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fun<;ao de tensao como urn polinomio de setima potencia, ou como uma soma de polinomios 
homogeneos de segunda ate a setima potencia, conforme equayao (4.101). 
et (1968), em os casos de carregamento 




2J 1:. =- ---y +Ll.'t 
"' 2I 4 "' 
(4.103) 
onde M eN sao, respectivamente, momento fletor e forya cortante nurna dada se<;ao. 
termos sao obtidos pela teoria elementar de flexao, e os segundos consideram outros fatonls, 
como a anisotropia. 
De acordo com LEKHNITSKll et al. (1968), quando o carregamento e distribuido ao 
Iongo da viga segundo uma regra mais complicada, especialmente em casos quando somente urn 
trecho da viga e carregado (Figura 4.12), entiio a distribuiyao de tensoes pode ser obtida usando 
urna serie de Fourier. 
/~ 






FIGURA 4.12- Viga possuindo somente urn trecho carregado. 
Fonte: LEKHNITSKH et al. (1968). 
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4.4.2 0 Metodo Analitico de Solu~oes Polmomiais de HASHIN (1967) 
HASmN utilizando a fun<;:ao de tensao de Airy, apresentou urn metodo analiti<:o 
de resolu<;:iio de problemas pianos envolvendo vigas anisotr6pioas, subrnetidas a carregamentos 
pol~nc>~ais, o permite a construviio de uma fi.m<;:iio de tensao polino~al: 
tn""Mn"'N 
<j>(x,x 2 )= ~~Cmnx1 mXn2 104) 
m=O n""O 
onde Cmn sao constantes a serem determinadas. Essa fun~ao sera a solu<;:iio da equa<;:iio diferencial: 
Em seu metodo, HASHIN (1967) emprega as condi<;:5es de contomo diretamente sobre a 
funo;;ao de tensao. Para isso, considera uma parte de uma chapa generica submetida a urn estado 
plano de tensoes, oonforme Figura 4.13. As seguintes rela<;:oes sao obtidas sobre o contomo da 
chap a: 
s 




onde s e urn cornprirnento de arco tornado positivo no sentido anti-horario, iniciando-se de urn 
ponto de referenda A; T, e T z tensoes tornadas como positivas na mesma orienta<;:ao de x, e x2; 
P 1 e P2 foryas prescritas eM urn rnomento prescrito. Sem perda de generalidade com respeito aos 
valores das tensoes, 4> e suas primeiras derivadas sao consideradas nulas no ponto inicial A. Para 
urn sentido positivo de integra<;:iio, as resultantes P 1 e P 2 sao positivas quando apontam nas 




FIGURA 4.13 - Ch1:~.pa generica submetida a urn estado plano de tensoes. 
Fonte: HASHJN (1967). 
Para o desenvolvimento de seu metodo, HASHJN (1967) considera o seguinte problema 
especifico: 
- seja uma viga anisotropica, sujeita a urn estado plano de tensoes, conforme a Figura 
4.14. Para efeito de se determinar as condi90es de contomo, o ponto A e escolhido como X1 = 0 e 
xz= -b. 
CJ22(X1, b) cru(Xt, b) r Mco) 1---------,----------------,Pzw 
Ptco)_{ I i---------:t- 1 ~w 
\ : t x, --;ilp ~ b i / .. !(1) 
Pzco) ~A~------'------:::=::=::=::=:::=::=::=::==::--...J 
Cht(Xt, -b) 0"22(Xt, -b) 
i--------------1---------~ 
FIGURA 4.14- Viga anisotropica sujeita a urn estado plano de tensoes. 
Fonte: HASHJN (1967). 
Entao das equa<;:oes ( 4.1 06) e ( 4 .107), sobre xz= -b: 
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x, 
4>(xp-b)= J(x,-x;):> 22 (x;,-b}lx; 
0 
. -b \, __ . 
' px, 
& tensoes sao tomadas como positivas e a12 
Sim.ilarmente sob:re xz= b, 
(4.109) 
1 
para o momento. 
I I 
<jl(x" b)= J(x, - x; }:> 22 (x;,-b }lx; - 2b J 0 12 (x; ,-b}:!x; + M(l) + P2(1)(1- xJ 
0 0 (4.11 
+ + 
(4.112) 
Aqui P 1(l), P2(l) e M(l) sao respectivamente for9as e momentos sobre x1= l. &surnindo-
se agora que as tens5es prescritas o 12, o22, sobre x2= ±b sao polinorniais em x1, entao segue que 
(4.109 - 4.112) sao tambem polinornios. E assim, as condi96es de contorno (4.109 - 4.112) 
podem tambem ser escritas na forma de polinomios: 
m=l 




<jl(x"b)= LQmx~ (4.115) 
m=O 
(4 116) 
onde Lm, K,, Qm e P m sao coeficientes dos polinomios. 
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Introc!UZJtnd<)-se a equayao 104) na eqtrn\)lio diferencial ( 4,1 05) e equtaClomtnd<)-se os 
coeficientes x1"'x2n, nr""r'-'1' (1967) desenvolve relayiies, entre os coeficientes Cum, que servem 
base para seu metodo: 
S2222 {m+ +l)m(m -4S2212 (m+l)m(m-l)(n-l)Cm+l,n-l 
+2(81122 +2S1212 )m(m-l)n(n-1)Cmn -4Sm2 -l)(n+l)n(n-l)Cm-Ln+l 117) 
-l)Cm-2 n+2 = 0 
onde m 2: 2 e n 2: 2, 
coeficientes envolvidos nas rela;;oes 1 ser organizados numa 
conforme Figura 4, 15: 





3 c3, c3. 
4 c.1 c •• c •• 
5 Cs6 Cs1 Css c,. 
M=6 c., c •• C.7 c •• c •• 
7 c1. C1s c1. c77 C1s c1. 
FIGURA 4.15 - Coeficientes Cum para urn case espedfico M = 6, 
Fonte: HASHIN (1967), 
Se num problema especifico, a maior potencia da variavel x1 na equayao ( 4, I 04) e M, 
entao todos os coeficientes abaixo da linha M linha desaparecerao e nao estarao presentes nas 
rela<;:Oes (4J17), Os elementos sombreados (mais escuros) na matriz sao aqueles que, pela 
imposiyao metodo 2: 2 e n 2 2), nao pertencem as relayoes, 
0 dominio dos coeficientes presentes nas relas:oes ( 4 .117) e fonnado pelos coeficientes 
localizados na regiiio da matriz compreendida entre os 4 ( quatro) espas:os a direita na M" linha e 
uma diagonal travada a partir desse ate encontrar m = 0. A maior potencia da vruiav·el xz e 
N= . Como ext~m]?lo, na Figura 4.15 estao representados (com o sombreado mais 
claro) os coeficientes pertencentes as relayees (4.117) para o oaso deM= 6. Considerando-seN= 
3, a funviio de tensao (4.104) assume a fonna: 
m=Mn=M+3 
,x 2 )= L l;Cmnx/nX 2n m+ns 3 118) 
m=O n=O 
0 nfunero de coeficientes Cmn envolvidos nas relayees ( 4.117) pode ser obtido atraves 
1 
0 nfunero de relas:oes, entre os coeficientes Cmn, necessi!rias em cada problema especifico 
sera: 
(4.120) 
0 mimero de equas:oes adicionais para se compor o sistema de equas:oes, necessano para 
se encontrar todos os coeficientes Cmn, e dado por: 
B=4(M +1) (4.121) 
Essas equayees adicionais sao encontradas atraves das condiyees de contomo ( 4.113 -
4.116). Para este prop6sito, M na funs:ao de tensao (4.118) seni escolhido como a maior potencia 
de x1 que aparece em qualquer equas:ao (4.113 - 4.116). Substituindo-se (4.118) no lado esquerdo 




m=Mn=M +3 m=M L LCmnx,mbn = LQmxlm (4.124) 
m=O n=O m=O 
m=Mn=M+3 m.=M L I:nCmnx, =l: m 125) 
m=O n=O m=O 
Equacionando-se variaveis x1 iguais potencias em ambos os !ados 122-
sao obtidas 1 equa<;:oes de oada uma delas, e deste modo, urn COllju:nto de 4.(M + equas;oes 
sao obtidas, concordando-se assim com (4.121). 
HASHIN (1967) resume assim seu metodo de solu<;:ao: As tensoes sobre x2= ±b sao 
translbnna,das em ccnd.i<;Oes contorno tipo 113 - 4.1 de -4.1 
fun<;:ao de tensao + e entao dada por (4.118) com M sendo a m~ior potencia da variavel x1 em 
(4.113- 4.116). As rela<;:oes (4.117) e as equa<;:oes (4.122- 4.125) entao fornecem precisemente o 
nfu:nero de equa<;:oes lineares necessilrias para se encontrar os coeficientes C, da fun9lio de tensao 
(4.118). 
SANTANA & MASCIA (1996), estudando materiais ortotr6picos, adaptarem o metodo 
de solu9iio polinomlal de HASHIN (1967), empregando-o na aniilise de tensoes de vigas 
compostas de madeira de d.iferentes especies, incluindo madeira compensad~~o e destacando a 
facilidade de impJementayiiO deste metodo. 
LEE & JOHNSON (1973), baseando-se tembem no metodo de HASHIN (1967), 
propuserem uma solu9lio para o calculo de tensoes nonnais ern vigas anisotr6pioas, sujeitas a 
cargas transversais ou a cargas axiais, na qual os coeficientes da serie que fomece crn, podem ser 
detenninados separademente sern a necessidade de se resolver um sistema de equa<;:oes. 
Visando ilustrar melhor seu metodo analitico de solm;ao, HASHIN (1967) apresenta 
alguns exemplos de problemas pianos envolvendo vigas anisotropicas: 
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4.4.2.1 Viga Engastada 
uma engastada anisotr6pica, sujeita a uma carga concentrada conforme Figura 
as condi,.Oes contomo sao: 
M(o) =PI 
pl(O) = 0 
=P 
M(l) = 0 
pl(I) = 0 


























FIGURA 4.16- Viga engastada anisotr6pica sujeita a uma carga concentrada. 
Fonte: HASHIN (1967). 
Iniciando-se a integravao no ponto A, no sentido anti-honmo, as condi<;oes de contomo 
(4.109- 4.112) tomam-se: 
128a) 
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O$(x,,-b) 0 (4.128b) 
Oxz 
,b)= ) 
O$(x,,b) 0 (4.129b) 
Oxz 
A maior potencia de x1, M, nas condiyoes contorno e deste modo 1 Entao a 
maior potencia de X2 eM+ 3 = 4. Finalmente a funyiio de tensiio (4.118) toma-se: 
m=l n=4 
Q>(x,,xz)= ~~Cmnx,mx," = 
m""On=O 
=Coo +Col + 
+ Cwx, + Cn 
" 3 - ' 
4 + co,Xz + C04x2' 
+ C12x1x/ + C13x1x/ 
m+n :s; 4 130} 
Substituindo-se (4.130) em (4.128- 4.129) e equacionando-se os coeficientes de iguais 









C10 - Cnb + C12 b 2 - C13b 3 = 0 
De4.128b: 
C 01 -2C02 b+3C 03b 2 -4C04b
3 
=0 




















C 01 + 2C 02 b + 3C 03 b
2 + 4C 04 b
3 
= 0 
+2C 12b+ =0 
A (mica rel:a;;:a.o ( 4 .117) necessilria e a correspondente a m = 2 e n = 2. Ela tern a forma: 
Existem, deste modo, nove equa9iies para os nove coeficientes indetenninados Cmn na 
fim9iio (4. 130). Resolvendo-se o sistema de equaviies, a funyao de tensiio resultante e entiio: 
+ nb J- 3Pl + 2 3 +-x, 
Pn 4 , p 3P P , 
---x? -.-x 1 +-x.x 2 ---3 x,x 2 4b 3 - 2 4b ' 4b . 
on de 
As tensoes sao agora encontradas atraves da substituiyao de (4.136) em (4.4): 
Pn 3x 2 3Px2 ( 2J cr11 =b 1-hZ + 2b 3 (t-xJ 
cr -o 22-









-----t~---~ a -----1 
FIGURA 4.17- Viga bi-apoiada anisotr6pica sujeita a urn carregamento distribuido. 
cr12 (x,-b )= cr22 (x 1 ,-b)= 0 
cr12 (x,b)=O 
Pz(±•l = pa 







0 ponto inicial de integra9ao A e escolhido em x1= 0 e x2= b. As condi<;:oes de contorno 
para o presente caso assumem a forma: 
<!>(x,-b) = 0 











2, e a funyao de tensao: 
m=2 n=5 
$(x"x 2 )= 2:;2::C~x,mx/ m+n:S:5 (4.145) 
m:On=O 
procedimento de soluv2io e amllogo ao efetuado para a viga engastada. Existem no 
presente caso 15 (quim:e) coeficientes Cmn. Introduzindo-se (4.143 - 4.144) em 122- 125) 
sao obtidas 12 (doze) equav5es, enquanto 3 (tres) equa<;:oes adicionais siio fornecidas pelas 
relayaes ( 4.1 E por os resultados para as tensoes siio: 
cr = ~(x 2 - az \ + 3pTJ (~- .!.Jx + PP (~-~Jx, 
JJ 4b 3 1 JX 2 b b 3 1 2b b 5 • 2 2 
= -3 
b 
onde 11 e dado por ( 4. 13 7) e 
4.4.2.3 Cakulo dos Desl.ocamentos 




Os deslocamentos pianos u1 e u2 tambem podem ser calculados atraves da :funyao de 
tensiio q,. Para este proposito, a relayao constitutiva ( 4 .2) pode ser reescrita na forma: 
(4.149a) 
(4149b) 
1 (au, Ouz J 82$ ' 82$ 82$ s -- -+- =S --,.S --2S 
12 - 2 Ox Ox lll2 Ox 2 2212 Ox 2 1212 Ox "'-· 
\ 2 1 2 1 1UX2 
(4.149c) 
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onde foi usada a fum;:ao de Airy ljl. 
Integrando-se ( 4.149 a, com respeito a x1 e a x2, respec;tivsmente, obtem-se: 
(4. 
(4.150b) 
onde f e g siio fun<;oes arbitrfuias. Inserindo-se em e arranjando-se o resultado, 
(4.151) 
Esta rela<;iio, segundo HASHIN (1967), serve para se encontrar as fun~oes 
desconhecidas g e f, independente das constantes arbitrfuias de integra<;iio, as quais siio 
determinadas pelas condi<;:5es de contomo para a viga deformada. 
Como exemplo, HASHIN (1967) calcula os deslocsmentos da viga engastada, sujeita a 
uma carga concentrada na extremidade livre (Figura 4.16). A fun<;:ao de tensao (4.136) e 
introduzida na equa<;:ao (4.151), assim (utilizando-se ainda as equa<;:oes (4.134)), somente fun<;:oes 
de x1 ou de x2 permanecem. Conseqiientemente, g e f podem ser encontradas por integra<;iio: 
g(xJ = -3Snn C03x~ - S1m C13 xi +Ax, + B 
f(x 2 )=12Sm2 C,,x; -2[(Sn22 +2S1212 )c 13 -8Sn12 C04 ]x; +Cx 2 +D 
A+ C = 2[- (Sm2 + 2S1212 )en + 4Sm2 C02 ] 
(4.152) 
aqui, A, B, C e D sao constantes desconhecidas, e os Cmn siio os coeficientes dados pela funyiio de 
tensiio ( 4.136). 
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As condi.yoes de contorno de extremidade sao: 
lh =0 
u2 =0 
Agora ( 4 .150a, b) pode ser calculada pelo uso de fun.yao de tensao ( 4.136) e das fun.y5es 
(4.152a, b). Como uso das condiv5es de contorno (4.153) e das equa<;:oes (4.152) as constantes 
A, B, C e D sao encontradas. A equa.yiio da linha elastica resultante e: 
2 _ x3) 
1 1 (4.1 
onde I e o momento de mercia da se<;:iio transversal. 
Com a apresentas:ao do ca!culo dos deslocamentos pelo metodo de soluyao polinomial de 
HASHIN (1967), e fina!izacla a revisao bibliogn\fica sobre a aplicayao cia funyao de tensao <P na 
soluyiio de problemas pianos. No item seguinte, e feito urn comentario sobre alguns metodos de 
resolus:ao de problemas na elasticidacle que nao sao aplicados neste trabalho. A finalidade e apenas 
evidenciar a possibilidacle de aplicas:ao de outros metodos na resoluyao de problemas envolvendo 
s6liclos anisotr6picos. 
!()2 
4.5 Discusslio Sobre Soluc;io de Problemas da Elastiddade 
Em geral, urn problema da elasticidade consiste em se encontrar as tensoes e as 
deforma;;oes num corpo elastico sujeito as fo:r;;as de supe:rficie e deslocamentos, De acordo com 
SAADA (1974), a solu<;:ao de urn problema de elasticidade, o mais geral, requer a resolu<;:iio 
urn sistema de 15 (quinze) equa;;oes, ou seja, as 3 (tres) equa<;:5es equilibrio, 6 (seis) rela<;:oes 
tensao-deforma<;iio, 6 (seis) rela<;:oes deforma<;ao-deslocamento, com 15 (quinze) incognitas (crij, 
este :fun, metodos, ou ser se 
tratando de problemas elasticos envolvendo solidos anisotropicos, apos a modelagem do problema 
na forma de urna equayiio diferencial, e preciso definir qual 0 metodo mais adequado para a 
resoluyiio desta equa<;iio, e assim, obter a solu<;:ao do problema, 
Os metodos variacionais, relacionados a investiga<;:iio de mix:imos e minimos de 
funcionais, sao baseados no fato de que os problemas da elasticidade podem ser tratados com as 
considera<;oes da energia potencial envolvida, que e urn funcional, e o equilibria obtido pela 
minimiza<;:iio da expressao da energia, 0 uso de metodos baseados na energia evita a resolu<;iio 
direta das equa<;:5es diferenciais do problema, 
MURAKAMI et al, (1996), aplicando metodos variacionais, estudaram o efeito das 
deformayoes devido ao cisalhamento sobre as deflexoes de vigas engastadas anisotropicas, de 
se<;5es retangulares, sujeitas a urn estado plano de tensoes ou de deformat;;5es, 
Dentre OS metodos numericos, o metodo dos elementos finitos e o dos elementos de 
contomo sao os mais utilizados, 0 metodo dos elementos finitos transforma o trabalho de se 
encontrar uma fun<;iio que realiza urn extremo num funcional na procura do extreme de uma 
fun9iio com varies parfu:netros, neste caso, na resolu<;;ao de urn sistema de equa<;:5es lineares que 
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detennine os valores da funt;:ao incognita nos pontos desejados. A aproximayao tende a ser melhor 
quanto maior for o nfunero de elementos em que se divide a estrutura. 
No estudo de materiais tratando-se especialmente madeira, 
DABBAGH et al. (1972), ap!icaram o Metodo dos Elementos Finitos para a analise tri-
dimensional de materiais. Em seu estudo, utilizaram elementos discretizados na forma de 
paralelepipedos. Vmos exemplos de aplicavao do metodo e comparat;:5es com solu<;:oes analiticas 
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FIGURA 4.18- Bloco de madeira antes e depois da deformas:ao. Analise pelo MEF. 
Fonte: AL-DABBAGH et al. (1972). 
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0 Metodo dos Elementos de Contorno consiste na transformagao das equagoes 
diferenciais dos problemas, geralmente descrevendo o comportamento da solugiio incognit~ numa 
equagiio integral somente valores de contorno problema. a 
ap!icagao metodo dos de contomo em problemas ehisticos anisotropicos 
dimensionais, realizado por SCHCLAR (1994), onde estiio apresentados virrios exemplos. 
Realizado o comentirrio sobre outros metodos de soluviio problemas envolvendo 
so!idos anisotr6picos, pode-se agora descrever a metodologia analities a ser empregada no 
presente trabalho. 
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5 METODOLOGIA ANALITlCA 
Concluida a fase de fundamentayao te6rica, apresenta-se, neste capitulo, a metodologia 
empregada na aniilise distribui~t5es e deforma~toes 
estudados no trabalho. 
5.1 Amilise dos Exemplos de LEKHNITSKII et al. (1968) 
Procurando-se analisar melhor a diferen9a de comportamento em relayiio as tensoes e as 
defonna<;oes entre vigas anisotr6picas e isotr6picas, sao estudadas as solu<;oes desenvolvidas por 
LEKHNITSKll et al. (1968) para as vigas anisotr6picas e que foram apresentadas nos itens 
4.4. 1.4.1 e 4.4. 1.4.2, para uma viga engastada e para uma bi-apoiada, :respectivamente. A analise e 
baseada nas equayoes fornecidas, e gnificos comparatives, com os resultados obtidos para uma 
viga isotr6pica, sao apresentados. 
Para a geometria das vigas analisadas nos exemplos, adotou-se a rnesma para as 
anisotr6picas e para as isotropicas, facilitando-se assim a analise cornparativa. Para as vigas 
isotr6picas sao consideradas as mesrnas equa<;:oes, porem omitindo-se os tennos onde estiio 
presentes os coeficientes de influencia mutua de 1' especie (Tixy,x). 
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Sao estudados quatro exemplos de vigas, diferenciadas pelo material anisotr6pico que as 
constituem. Em cada exemplo, uma especie de madeira e adotada como o material anisotr6pico 
cornp(ie a em qmostalo na aruilise. As especies adotadas sao: guapuruvu e ipi\ (madeiras 
brasileiras); e ash e maple (madeiras norte-americanas). A escolha dessas madeiras se deu pelo 
fato de suas constantes elasticas serem registradas em trabalhos cientificos, evitando-se assim, 
ensalos em lahoratorio. 
5.2 .Amiiise do Metod.o de Solu~o Polmomial de H.ASHIN (1967) 
Seguindo-se os mesmos procedimentos de analise realizados com os exemplos de 
LEK.HJ','ITSKII et al. (1968), analisa-se tambem os exemplos de HASH!N (1967) dando-se enfase 
a e!ahora~tao de gnillcos comparativos de tensoes entre vigas anisotropicas e isotr6picas. Duas 
especies de madeiras sao consideradas como material anisotr6pico que constituem a viga: a 
guapuruvu e a ipe. 
5.3 Determma~io de Fun~oes de Tensio 
Analisa-se ainda neste trahalho, outms exemplos de vigas anisotr6picas, visando-se a 
obtenyao de solu~toes que possam explicar, de forma completa ou parcial, o comportamento dos 
s6lidos anisotr6picos. Assim, tendo-se modelado o problema elastica na forma de uma equa~tiio 
diferencial parcial de 4" ordem (equa~t1io 4.6), e procurada sua soluyao atraves de uma funyao de 
tensao, e a partir desta, obter as tensoes e as deforma<;Qes. 
Com esse intuito, o metodo de solu~tao polinomial de HASH!N (1967) e aplicado na 
resoluo;;ao de duas vigas anisotr6picas engastadas, uma sujeita a urn carregamento uniformemente 
distribuldo e outra sujeita a urn carregamento triangular. Para a resoluyao do sistema de equao;;oes 
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lineares, que fomece os coeficientes desconhecidos Cmn, e utilizado o software 
MATHEMATICA1. 
5.4 Estudo dos Sistemas Compositos em Camadas 
Urn estudo sobre os sistemas comp6sitos em camadas, especiaimente m!!(le•rra larnlnad•a, 
tarnbem e desenvolvido neste trabalho, dando-se emase a detenminac;:ao das suas propriedades 
elasticas, e tarnb6m, analisando-se as distribui~t5es de tensoes nesses sistemas quando eles sao 
submetidos a flexao. 
A aplicayao da flmyao de Airy na soluc;:ao dos problemas de vigas laminadas e abordada. 
Baseando-se nos resultados obtidos por LEKHNITSKII et al. (1968), gnillcos sobre o 
comportarnento das tensoes nessas vigas sao apresentados. 
l 0 MATHEMATICA e um sistema generico de compnta<;iio tecmca, com grande capacidade numerica, 
simoolica e gnlfica que permite que e!e seja utilizado como ferramenta interaliva de c;\lculo bern como uma 
linguagem de programayiio. Tambem e possivel utiliza-lo como plataforma para experimenta9ilo e modelagem de 
algoritmicos, bern como interagi-lo com outros programas. 
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6 ANALISE COMPARATIVA DOS EXEMPLOS DE LEKHNITSKII et 
(1968) 
Neste capitulo, sao apresentados alguns diagramas comparativos de tensoes e de 
determinadas por LEKHNITSKll et al. (1968) para as tensoes atuantes em vigas anisotr6picas 
sujeitas a carregamentos uniformemente distribuidos. Primeiramente sao analisados os resultados 
para as vigas engastadas e depois para as bi-apoiadas. 
6.1 Caso 1: Viga Engastada 
Para a elabora~o dos graficos comparatives para a viga da Figura 6.1, e preciso recorrer 









FIGURA 6.1- Viga engastada sujeita a urn carregamento uniformemente distribuldo. 
Fonte LEKHNITSKll et al. (1968). 
lll 
Para as tensoes normais: 
cr =- qx2y +~~ S,6 0 x(l-12i_l+:z(2S,2 +S66 
" 21 h L sll b " / ~ 4S" (60 
Para as de cisalhamento: 
Substituindo-se nos coeficientes do tensor de compliancia as constantes usuais em 
engenharia: 
1 




as equa~oes tomam-se: 
S = 'llxy,x , 
16 E , 
X 
1 s =-66 G xy 
qx 2 y q [ x ( 12y2 J (( V xy Ex J 2 ] (4y3 3yJ] cr =---+- 11 ·- 1--- +2 --+-- -(TJ ) · ---
x 2I h xy,y b b2 2 4G xy,x b3 5b xy 
, =- qx (~-yz\_~. 11 (r- 4y' J xy 2I 4 ) h xy,x b b 3 
(6.4) 
(6.5) 
Para uma viga isotr6pica, LEKHNITSKll et at (1968) apresentam as seguintes tensoes: 
cr =- qxzy +~(4y'- 3yJ (6.6) 
X 2I h b 3 Sb 
Ci =- -1+3- 4-q ( y y' J 
y 2h b b3 (6.7) 
(6.8) 
E a expressiio para a equavao da linha elastica: 
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(6.9) 
Observando-se a equa<;ao (6.9), onde tambem esta presente o coeficiente de influencia 
mutua de especie, nota-se que a deforma<;iio da elastica sera diferente a da apresentada por 
vigas isotropicas ( ou ortotr6picas). Procurando-se analisar melhor a diferenya de comportamento, 
em relayao as tensoes e as deforma<;:oes, entre uma viga anisotr6pica engastada e uma isotr6pica, 
tambem engastada, apresenta-se a seguir alguns exemplos, basendo-se na formula<;:ao anterior 
fomecida por LEKHNITSKII et aL (1968). 
Sao abordados 4 ( quatro) exemplos, onde especies de madeiras sao adotadas como o 
material anisotr6pico que compoe as vigas. A geometria das vigas analisadas nos exemplos e a 
mesma, facilitando-se assim a analise comparativa. Para as vigas isotr6picas, sao consideradas as 
mesmas equa<;:oes, mas omitindo-se os termos onde estao presentes os coeficientes de influencia 
mutua de 1' especie (llxy,x). 
Baseando-se na figura 6.1, arbitra-se os seguintes dados: 
q = 20 Kt'\T/m ; I= 1.50 m ; h=O.lOm; b=0.40m; 
e assnn, 
I= 5.33 x 10'4 m4 
Considerando-se a viga constituida primeiramente de madeira da especie guapumvu, os 
valores para as constantes elasticas sao (MASCIA, 1991): 
EL =Ex= 3507.5 MPa = 3.507.500,00 KN/m2 
VLR = Vxy = 0,4149; 
GLR = Gxy = 420.8 MPa = 420.800,00 KN/m2 
1hv.x = 0,5364 
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Substituindo-se esses valores, e os dados da viga e do carregamento, na equat;:ao (6.9), 
obtem-se, as equa96es para a linha elastica: 
a viga anisotr6pica: 
(em em) 
Para a viga isotr6pica 
v = 4,4547 x 10-10 (x4 - 4/'x + 3!") (em em) 
meio dessas equa96es, e possivel se obter o seguinte gn'lfico comparativo 
LINHA ElAsTICA 
0.65 +"····················· -·- -·········- - - -
0.6 + ·---""-- ----- -· - - -································ ··········· 
0.55 +- - ,__" ___ - -····-·· -- ························-········ 
!3 0.5 i"'" - --· .. ',._..... . ......................... - ······················ 
0 0.45 + - -·""-c···--'''-:- --·························· ·-
!z 0.4 j ....... --····-"a---"--····----····································· 
~ 0.35 +·················· - ___ -,_a_• .. , · -- ·········· - ···················· ············ · ·· 
tl 0.3 +· -·-···················-··· -"---'"·':··················· --·····-
g 0.25 +-----·-········· ----·-···'""-·''--------
ffl 0.2 + -·················-· --········ --- -"<~··-·- -
0 0.15 + - ···············----- ·-···········------'~~-····································· 
0.1 +--········ -------· ----- ·--········ _:~!k 








FIGURA 6.2- Deslocamentos de uma viga engastada anisotr6pica de madeira, especie 
guapunrvu, e de uma viga engastada isotr6pica. 
Utilizando-se das mesmas constantes elasticas, pode-se tambem comparar as tensoes 
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FIGURA 6.3- Distribuit;5es de tens5es normais de uma viga engastada anisotr6pica, 
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FIGURA 6.4- Distribuic;;5es de tens5es tangenciais de uma viga engastada 
anisotr6pica de madeira, especie guapuruvu, e de uma viga engastada isotr6pica. 
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Para vigas constituidas de madeira da especie ipe, tem-se para as constantes elasticas 
(MASCIA, 1991) 
Vxy = 0,4345; 
G,7 = 620,2 MPa = 620.200,00 KN/m
2 
=1 l. 
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FIGURA 6.5- Deslocamentos de uma viga engastada anisotr6pica de madeira, especie 
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FIGURA 6.6- Distribuiv5es de tensoes normais de uma viga engastada anisotr6pica 
de madeira, especie ipe, e de uma viga engastada isotr6pica. 
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FIGURA 6.7- Distribui<;:5es de tensoes tangenciais de uma viga engastada 
anisotr6pica, de madeira especie ipe, e de uma viga engastada isotr6pica. 
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Para vigas constituidas de madeira da especie ash ( especie norte-americana), tem-se 
as constantes elasticas (HEARMON, 1948) 
= 16116,00 Mpa = 116 000,00 KN/m2 
Vxy = 0,4600; 
Gxy = 1366,8 Mpa = 1.366.800,00 KN/m2 
1lxv,x = 0,90 (valor arbitrado) 
0 valor para o coeficiente de influencia mutua de 1' especie foi arbitrado, p01s, 
HEARMON (1948) nao determinou experimentalmente esse valor. A esco!ha pelo valor 0,90 esta 
baseada no fato se exanlinar urn intermediario entre os OS 
coeficientes de influencia mutua das especies guapumvu e ipe. 
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FIGURA 6.8- Deslocamentos de uma viga engastada anisotr6pica de madeira, especie 
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FIGURA 6.9- Distribui<;oes de tensoes normais de uma viga engastada aPisotr6pica, 
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FIGURA 6.10- Distribui<;:oes de tensoes tangenciais de uma viga engastada 
anisotr6pica de madeira, especie ash, e de uma viga engastada isotr6pica. 
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Para vigas constituidas de madeira da especie maple ( especie norte-americana), tem-se 
para as constantes elasticas (HEARMON, 1948) 
= 10200,00 lVIPa = 10 200.000,00 K_l\l/m2 
= 0,4600; 
G,7 = 1244,4lVIPa = 1.244.400,00 KN/m
2 
=0,30 
Novamente adotou-se urn valor para o coeficiente 1],.,, (0,30), procurando-se assim, 
examinar urn valor menor do que o utilizado para as outras especies de madeiras. Obtem-se, 
entao, os S<l!;mme:s gnificos: 
UNHA ELAsTICA 




FIGURA 6.11- Deslocamentos de uma viga engastada anisotr6pica de madeira, 
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FIGURA 6.12- Distribui<;:5es de tensoes normais de uma viga engastada anisotr6pica, 



































FIGURA 6.13- Distribui<;5es de tens5es tangenciais de uma viga engastada anisotr6pica, 
de madeira especie maple, e de uma viga engastada isotr6pica. 
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Atraves dos gnificos construidos, baseados nas equa9oes apresentadas por 
LEKHNITSKII et aL (1968), pode-se observar que nao houve grandes diferenl(as entre as vigas 
arutsotrclpicas e as isotr6picas no que se concerne a distribui<yao de tensoes tangenciais. os 
deslocamentos e para a distribui<yao de tensoes normais, as diferen9as significativas foram 
apresentadas pelas vigas das especies ipe (1'Jxy.x = 1.30) e (1Jxy_, = 0.90), especies essas que 
possuem valores para os coeficientes de infiuencia mutua 1' eSflecte ( llxy,x), e tambem, 
para 0 modulo de elasticidade longitudinal na dire<;:ao X (Ex). 
Em todos os casos, os deslocamentos e as mindmas tensoes normrus das Vlgas 
anisotr6picas foram menores que as apresentadas pelas vigas isotr6picas De uma maneira gera!, 
constatou-se o aumento diferen<;oa, entre os dois de 
vi gas, e proporcional aos valores para o coeficiente infiuencia 1' especie e para o 
modulo de e!asticidade longitudinal, que dependem de cada material, e tambem, proporcional a 
esbeltez da se<;:ao transversal da viga. 
Por outro !ado, quanto menor for o comprimento do vao, mruor a infiuencia do 
cisalhamento nos deslocamentos e assim, maior a diferen<;:a entre os deslocamentos da linha 
elastica dos dois tipos de vigas. 
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6.2 Caso 2: Viga Bi-Apoiada 
Utilizando-se dos dados da geometria da viga item anterior, e considerando-se as 
mesmas especies de madeiras, pode-se tambem obter graficos comparativos entre uma viga bi-
apoiada anisotr6pica (Figura 6.14) e uma isotr6pica. Analisando-se somente as tensoes normais e 
os deslocamentos, tem-se: 
q 
l l l lil ~l Llltl Ll l ll 
b 0 z X 
"'"' 
" r I I y 
FIGURA 6.14- Viga bi-apoiada sujeita a urn carregamento uniformemente distribuido. 
Fonte: LEKHNITSKII et al. (1968). 
Tensoes normais: 
cr = qy (I' -x')+~[-'1 X (ll_12y'JJ+pl_ v,'Y +~)-n '](4y'- 3y)j (6.12) 
x 21 h xy,x b b2 I 2 4G 'IX-y,x b 3 5b 
\ xy 
Equayao para a linha elastica: 
0 ( 2\ q 4 Z 2 4 qb" V xy 1 32 'lxy,x . 2 2 
v =--(x -61 x +51)+- -3-+4·---·--jV -x) 
24Exi 801 E, Gxy 3 Ex 
(6.13) 
Para as vigas constituidas de madeira da especie guapuruvii, tem-se: 
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FIGURA 6.15- Distribui<;:oes de tensoes normais de uma viga bi-apoiada anisotr6pica 
de madeira, especie guapumvii, e de uma isotr6pica. 
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FIGURA 6.16- Deslocamentos de uma viga bi-apoiada anisotropica de madeira, especie 
guapumvii, e de uma isotr6pica. 
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FIGURA 6.17- Distribui-;:5es de tens5es norrnais de uma viga bi-apoiada anisotr6pica 





























FIGURA 6.18- Deslocamentos de uma viga bi-apoiada anisotr6pica de madeira, especie 
ipe, e de uma isotr6pica. 
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FIGURA 6.19- Distribuiyoes de tensoes normais de uma viga bi-apoiada anisotr6pica 



















FIGURA 6.20- Deslocamentos de uma viga bi-apoiada anisotr6pica de madeira, especie 
ash, e de uma isotr6pica_ 
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FIGURA 6.21- Distribui<;:oes de tensoes normais de uma viga bi-apoiada anisotr6pica 


























FIGURA 6.22- Deslocamentos de uma viga bi-apoiada anisotr6pica de madeira, 
especie maple, e de uma isotr6pica. 
127 
Analisando-se os gnillcos apresentados, observa-se que as mesmas consideravoes feitas 
para as v1gas engastadas podem ser aplicadas para as bi-apoiadas, com exces;ao dos 
deslocamentos, que sao maiores para as vigas bi-apoiadas do que para as 
isotr6picas. 
Porem, deve-se salientar os grirficos sao construidos baseando-se na fonnulavao 
obtida por et (1968), ou o fato dos deslocamentos para as vigas 
anisotr6picas bi-apoiadas serem maiores do que os apresentados pelas isotr6picas, deve-se a soma 
da parcela de deslocamentos referente a anisotropia na equavao da linha elastica da v1ga 
isotr6pica, compondo-se assim a equac;ao (6.13). 
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7 ANALISE COMP ARA TIV A DOS EXEMPLOS DE HASHIN 
Com a finali.dade de se analisar completamente as soluvoes obtidas por HASHIN (1967) 
no estudo das tensoes e das deformavoes de vigas anisotropicas, sao elaborados neste capitulo 
alguns gnmcos conaparativos tens5es, semelhantes aos desenvolvidos no cap1itu1lo 6 OS 
resultados de LEKHNITSKll et (1968} Como exemplo de material anisotr6pico que compoe 
as vigas analisadas, adota-se duas das especies de madeiras utilizadas no capitulo 6, a 
guapuruvu e a ipe. 
7.1 Viga Engastada Sujeita a uma Carga Concentrada 
Para uma viga engastada, sujeita a uma carga concentrada, conforme Figura 7.1, 
HASHIN (1967) encontrou as seguintes tensoes: 
y r 
n 
b . I 
t I I 
t I 12b X I I 
b LJ t 
I b 
FIGURA 7.1- Viga engastada sujeita a uma carga concentrada 
Fonte: HASHIN (1967). 
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cr = p . Sm2 . (1- 3. yz J + 3P. y . (l- x) 
ll b s b 2 2b 3 1111 
(7.1) 
(7.3) 
Com o int11ito de se comparar as tensoes nonnais, a se~ao transversal, da viga engastada 
anisotropioa oom as de uma viga isotropica, e precise definir ainda valores para as variaveis 
presentes na equa~ao (7.1). Assim: 
-P= b= m; /=2m; 
- h = 1 m ( considerando-se uma viga de largura unitaria); 
- se~ao a ser analisada as tensoes: x = 0 (se9ao do engaste). 
As oonstantes do tensor de compliancia podem ser escrita como: 
S = 11 "'"·' onde: 
mz 2-E ' 
X 
n,..x = 0.5364 para a especie gnapurnvu ; e n,..x = 1.3051 para a especie ipe. 
Considerando-se, primeiramente, como material anisotropico a madeira da especie 
guapuruvu e substitnindo-se os val ores das constantes envolvidas nas equa9oes (7 .l) obtem-se: 
- tensoes nonnais para a viga acisotr6pica: 
(74) 
- tensoes nonnais para a viga isotr6pica: 
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cr" =3750·y 
Para a especie 
- tensoes normais para a viga anisotr6pica: 
cr" =32.63·(1-75· )+3750·y 
- tensoes normais para a viga isotr6pica: 
crn =3750·y 












































FIGURA 7.2- Distribui<;oes de tensoes normais de duas vigas engastadas anisotr6picas 
de madeira, especies guapuruvu e ipe, e de uma isotr6pica. 
Considerando-se a espessura da viga como sendo de 0.10 m (h = O.lOm), e analisando-se 
as tensoes ainda na se<;ao x = 0, tem-se: 
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FIGURA 7.3~ Distribuh;oes de tensoes normais de duas vigas engastadas anisotr6picas 
de madeira corn larguras h = 0.1 Om, especies guapuruvfi e ipe, e de uma isotr6pica. 
Alterando-se agora a se9ao de amilise para x = 1 rn, mas, mantendo-se a largura da viga 

































FIGURA 7.4- Distribuiyoes de tensoes normais, na se.,:ao x = !m, de duas vigas engastadas 
anisotr6picas de madeira com larguras h = 0.1 Om, especies guapuruvu e ipe, e de uma 
isotr6pica 
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FIGURA 7.5- Distribui<;oes de tensoes normals, na extremidade livTe x =2m, de duas 
vigas engastadas anisotropicas de madeira com larguras h = 0.1 Om, especies guapuruvu e ipe, e 
de urna isotropica. 
Observando-se os gnificos apresentados e possivel constatar-se novamente a influencia 
da anisotropia sobre as distribui<;oes de tensoes normais das duas vigas de madeira. Como nos 
graficos construidos para os exemplos de LEKHNITSKII et al. (1968), as vigas de madeira 
especie ipe, que possuem o maior valor para o coeficiente de influencia de 1 a especie ( TJxy.x), 
apresentaram maior diferen9a de comportamento em relaviio as vigas isotropicas. 
Voltando-se a ateno;:ao para a influencia da largura da seyao (h), sobre essa diferen.;a de 
comportamento, verificou~se que ela nao e tao acentuada como a influencia da altura da se91io (b) 
Ga comentada no capitulo 6). Ao se mudar a largura da ses;ao de h = lm para h = 0.1 m, as 
distribui9oes de tensoes normais praticamente nao se alteraram. Com relayao a posi9iio da se91io 
de anilise de tensoes, constatou-se que a medida que ela se afasta da se<;:ao do engaste (de x = 0 
para x = lm), ocorre urn pequeno aumento em relayao a diferen<;:a de comportamento das tensoes 
nos graficos. 
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Na extremidade livre, diferente do que foi apresentado pela viga isotropica, as Vlgas 
anisotropicas ainda apresentam tensoes normais. Supoe-se que esse resultado inesperado seja 
ae·Vlaio ao as se<yoes das vigas anisotropicas, penrumeyam a 
deforma<yao 
participayiio do coeficiente influencia mutua de 1 a especie 
7.2 Viga Bi-Apoiada Sujeita a um Carregamento Distribuido 
Neste cajlirut!o, prime:iramente sao comparadas as tensoes nm11ll!is e cisal.hamento 
entre duas vigas anisotropicas bi-apoiadas, que possuem as mesmas caracteristicas geometricas e 
de carregamento, constituldas por especies diferentes de rnadeiras, e de uma viga isotropica, oorn 
a rnesrna geometria e sujeita ao rnesrno carregamento das bi-apoiadas. A seguir, esses resultados 
sao cornparados com os resultados obtidos por LEKHNITSKll et al. (1968) para a mesma viga 
bi-apoiada. 
7.2.1 Analise Comparntiva com uma Viga Isotropica 
Para a viga anisotr6pica bi-apoiada, representada na Figura 7.6, HASHIN (1967) obteve 






FIGURA 7.6- Viga bi-apoiada sujeita a urn carregamento distribuido. 
Fonte: HASHIN (1967). 
- tensi'ies normals: 
cr = 3py fxz-az)+ 3p·11xr.x ·(r_.!.)\+J:L.·[11;,.,x -(-v +_s_J]·(r-~J\ (7_8) 11 4hb3 ~ 2b b2 3 2hb 2 xy 2G b2 5 
xy 
- tensi'ies de cisalhamento: 
( J ( 2J TJxy,x Y cr = 4·--·y+3x · 1--12 4b 2 b 2 (7.9) 
Utilizando-se das constantes elasticas para as madeiras guapuruvu e ipe (Tabela 7.1 ), 
TABELA 7.1- Va1ores para as constantes elasticas das madeiras guapuruw e ipe. 
ESPECIE E,(KN/m2) Gxy(KN/m2) Vxy 'IJxy.x 
Guapuruvu 3.507.500,00 420.800,00 0,4149 0,5364 
Ipe 18.043.900,00 620.200,00 0,4345 1.3051 
Fonte: MASCIA (1991). 
e possivel se obter os seguintes gnificos, (para as sec;:oes x = 0 ex= 0. 75 m): 
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TENSOES NORMAIS(x=O) 
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FIGURA 7.7- Distribuis;oes de tensoes normais, na ses;ao x = 0, de duas vigas bi-apoiadas 
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FIGURA 7.8- Distribui;;oes de tensoes normais, na se<;ao x = 0.75m, de duas vigas bi-apoiadas 
anisotr6picas de madeira com larguras h = 0.1 Om, especies guapurnvli e ipe, e de uma isotr6pica. 
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FIGURA 7.9- Distribui<yoes de tensoes de cisalhamento, na se<;ilo x = l.5m, de duas vigas bi-
apoiadas anisotr6picas de madeira com larguras h = 0.1 Om, especies guapuruvu e ipe, e de uma 
isotr6pica. 
















FIGURA 7.10- Distribuic;;oes de tensoes de cisalhamento, na se9ilo x = 0.75m, de duas vigas bi-
apoiadas anisotr6picas de madeira com larguras h = 0.1 Om, especies guapuruvu e ipe, e de uma 
isotr6pica. 
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Analisando-se os gnificos de tens5es normais para a viga bi-apoiada, verifica-se que as 
mesmas observa<;5es feitas para a viga engastada, no que conceme aos valores do coeficiente de 
influencia mutua de 1' especie e do modulo de elasticidade longitudinal 
da se<;:ao de amilise (a diferen<;a e que para a viga bi-apoiada a seyao x = 0 corresponde a se<;ao do 
meio do vao ), podem ser aplicadas para a viga bi-apoiada anisotr6pica. 
re!ac;:ao as tens6es de cisalhamento, observa-se que na se<yao x = 1. 5m (que 
corresponde a se<;:ao dos apoios) a diferenc;:a entre as tens5es e menos acentuada do que na se<;:ao x 
= 0. 7 Sm ( localizada entre o meio do vao e os apoios) 
7.2.2 Analise Comparativa com os Resultados de LEKHNITSKJI et al.(l968) 
Comparando-se os resultados, para as tensi:ies normais, de HASHIN (1967) com os de 
LEKHNITSKll et al. (1968), e possivel obter-se os seguintes gnificos comparatives de tensi'ies, 
considerando-se apenas a especie de madeira ipe como exemplo de material anisotropico, para 
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FIGURA Gnillco comparativo das distribui<;oes de tensoes normais, na se<;ao x = 
0, obtidas por LEKHNITSKII et a!.( 1968) e por HASHIN (1967) para urna viga bi-apoiada 
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FIGURA 7.12- Grafico comparative das distribuiqoes de tensoes normais, na se<;ao x = 
0.75m, obtidas por LEKHNITSKII et al.(l968) e por HASHIN (1967) para uma viga bi-apoiada 
sujeita a urn carregamento uniformemente distribuido. 
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Comparando-se os resultados de LEKHI\'ITSKII et a!. (1968) e de HASHIN (1967), 
atraves dos gnmcos apresentados, e possivel se observar que as equal(oes que ambos obtiveram 
nao diferem muito em termos de valores de tensoes para a se<;:ao de analise no meio vii.o = 
0). Porem, ao se distanciar a se'(ao analise para x = 0.75m, as diferen<;:as sao mais 
signifioativas, ocorrendo uma inversao de valores mllximos 
compressao) entre os resultados de ambos pesquisadores. 
tensoes (de tr~o e de 
Considerando-se apenas os recursos analiticos, e di.ficil chegar -se numa resposta a cerca 
de qual dos resultados seja o mais correto. V erificando-se as equa<;:oes de tensoes fornecidas pelos 
pesquisadores, em seus respectivos trabalhos, observa-se que elas satisfazem as equayees de 
de tensao, que deram origem a essas tensoes, satisfazem a equa<;:lio diferencial parcial (4.6). 
Infelizmente, os pesquisadores nao fornecem em seus trabalhos essas fum;oes de tenslio. 
LEKHNITSKII et a!. (1968) apenas comentam que ela tern a forma de urn polinomio de sa ordem. 
HASHIN (1967), como ja foi comentado, vai urn pouco mais alem e fornece o metodo para 
obten<;:ao dessa fun~o. 
Para se ter uma resposta eficiente, em termos praticos, quanto a veracidade das duas 
equa<;:5es, seria preciso ainda alguns ensaios de laborat6rio e, de posse desses dados, efetuar as 
comparay5es finais, visando-se chegar na resposta mais precisa. 
Porem, mesmo cercados de tantas im.precisoes, os resultados obtidos pelos 
pesquisadores sao muito importantes, pois ambos registram as peculiaridades presentes, em 
termos de tensoes, nas vigas anisotr6picas. 
141 
8 APLICA(:AO DO METODO DE HASHIN (1967) PARA 
DE ALGUMAS FUN(:OES DE TENSAO 
OBTEN(:AO 
Neste capitulo o metodo de HASHIN (1967) e aplicado como objetivo de se estudar a 
tem;oes de outras vigas ani;;otrbpi,cas, 
diferentes das apresentadas pelas vigas analisadas em seu 
>UJ~'""" a condi;;:oes 
Sao obtidas as tensoes para uma 
viga engastada sujeita a urn carregamento uniformemente distribuido e para uma viga engastada 
sujeita a um carregamento triangular. Compara;;:oes com resultados obtidos por LEKHNITSKll et 
al.. (1968) e com soluy5es para vigas isotrbpicas tambem sao realizadas. 
8.1 Viga Engastada Sujeita a u.m Carregamento Uniformemente Distribuido 
















FIGURA 8.1 - Viga engastada sujeita a urn carregamento uniformemente distribuido. 
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A maior potenda de x nas condi~oes de contorno (8.1 - 8.2) eM= 2. Assim, N = M + 3 
= 5, e a funyao torna-se: 
m=2n::=5 
$(x, = LLCmnxmyn = m+n ,; 5 
m=On=O 
= Coo + Co,Y + C02Y2 + Co,Y3 + C04y• + CosY5 + 
+ C10x + c,,xy + C,2xy2 + C13xy3 + c,.xy• + 
C 2 c 2 c 22 c 23 + zoX + 21x Y + 22x Y + 23x Y 
(8.3) 
0 nfunero de equavoes necessfuias para a determinayao dos coefidentes C,., e dado por: 
S=_!_(M +l)·(M +8)=15 
2 
(8.4) 
Inserindo-se a funvao de tensao (8.3) nas condivoes de contorno (8.1-8.2) e 



























+ + = 
2 
De 8.2b: 
C 01 + 2C 02 b + 3C 03 b
2 + 4C 04h


















As tres equayoes restantes advem das relayoes peri6dicas, respeitando-se a desigualdade 
m+n:'O:S: 
Param= 2 en= 2: 
8(Sn22 +2S1212 )c 22 -24Sm2 C13 +24S,mC 04 =0 (8.9) 
Param=2 en= 3: 




De posse das 15 ( quinze) equayoes e possivel resolver urn sistema para se encontrar os 
15 (quinze) coeficientes desconhecidos C,, utilizando-se o software MATHEMATICA No 
1"''""·" A, os fornecidos programa estiio detalhados. 
Substituindo-se os coeficientes obtidos na resoluyiio do sistema de equa¢es, a funyao 
tensiio (8.3) torna-se: 
-q(b+ [10o:~{2b- -xY -za;,(b y+o:04 (b-y}" ·J 
· (5a 13 (l- 2x)+ 2o: 22 y) <P(x, y) = __ ___,__c;;___:__-=,-'--: ______ -"- (8.12) 
80·u2 · b 3 04 
De posse da funyiio de tensiio, e possivel se obter as tensoes atraves da funyiio de Airy. 
Substituindo-se ainda as constantes do tensor de compliancia pelas constantes usuais de 
engenharia: 
-v 
S -s - xy. 1122- 12 ---, 
E, 
tem-se as seguintes tensoes: 
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s = s,6 = 11xy,x . 
m
2 2 2·E' 
X 
(8.14) 
q(3l - 3x - 4 · 11 . · yXy 2 - b 2 ) 
xy,x (8.15) 
Para urn melhor entendi;nento dos resultados, e!aborou-se a seguir alguns graficos de 
tensoes normais e de cisalhamento, com a finalidade de comparar os resultados obtidos com 
aqueles fomecidos por LEKHN1TSKII eta!. (1968) e apresentados no item Cabe salientar 
que as equa<;:iles obtidas por LEKHNITSKII et al. (1968) foram ajustadas para o sistema de eixos 
de referenda da Figura 8 .1. 
Observa-se que foram utilizadas duas especies de madeiras, a guapuruvu e a ipe, cujos 
dados de constantes ehisticas estil.o apresentados na Tabela 7. L ambas tensoes, normais e de 
cisalhamento, a se;,:il.o de analise na viga sera x = 0. Considerou-se tambem as vigas com 
espessura h = 1 m. 
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TENSOES (MPa) 
FIGURA 8.2- Distribui<;oes de tensoes normais, na se9ao x = 0, de duas vigas engastadas 
anisotr6picas de madeira, especie ipe, e de uma isotr6pica. 
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TENSOES DE CISALHAMENTO 
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TENSOES {MPa) 
FIGlJRA 8.3- Distribui96es de tensoes de cisalhamento, na se<;ao x = 0, de duas vigas 
engastadas anisotr6picas de madeira, especie ipe, e de uma isotr6pica. 
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FIGURA 8.4-- Distribuis;oes de tensoes normais, na ses;ao x = 0, de duas vigas engastadas 
anisotr6picas de madeira, especie guapuruvii, e de uma isotr6pica. 
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TENSOES DE CISALHAMENTO 
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FIGURA 8.5- Distribuic;oes de tensoes de cisalhamento, na seyilo x = 0, de duas vigas 
engastadas anisotr6picas de rnsdeira, especie guapuruvu, e de urns isotr6pica. 
Dos gnificos apresentados, e possivel constatar que as soluc;oes obtidas para a viga 
engastada anisotr6pica, sujeita a um carregamento uoiformemente distribuido, utilizando-se o 
metodo polinomial de HASHIN (1967), praticamente nilo diferem das solu<;oes de 
LEKHNITSKII et al. (1968) para a mesrns viga, o que confirma assim a veracidade dos 
resultados. 
Em comparayilo com as vigas isotr6picas, os resultados mostram tambem que as vigas 
constituidas de rnsdeira especie ipe apresentaram maiores diferen9as, tanto para as tensoes 
norrnsis como para as tangenciais. Isso vern a confirmar a participac;ilo dos coeficientes de 
influencia mutua nas distribui9oes de tensoes, que na especie ipe e maior do que na guapuruvu. 
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8.2 Viga Engastada Sujeita a urn Carregamento Distribuido de Forma 
Triangular 
Neste item, sera efetuada a mesma analise que foi realizada com a viga engastada sujeita 
a urn carregamento uniformemente distribuido. 
Para a viga engastada, considerada anisotr6pica, da Figura 8. 6 
2b 
h 
FIGURA 8.6- Viga engastada sujeita a urn carregamento triangular distribuido. 
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A equayao (8.17 a) corresponde ao momento fletor numa sec;:ao transversal generica da 
viga engastada da Figura 8.6 e sua deduc;:ao esta apresentada no Anexo C 
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A maior potencia de x nas condis:oes de contorno (8.16 - 8.17) e M = 3. Assim, 
N = M + 3 = 6, e a funs:ao de tensao torna-se: 
rn=3 n=6 
= LLCrnnxmyn = m+n s6 
m=On""O 
=Coo +Co,y+CozY 2 +C03y' +C04Y 4 +CosY' +C 06 Y
6 
+ 
+ +Cnxy+ +Cl3xy'+C,4xy4+ '+ 
+ C 20 X
2 + C21 x
2y 2 + C22 x 
+C30 x
3 +C31 x
3 y+C 32 x 3 
+C23xzy' +C24x2y4 + 
3 -+C33 x y" 
(8.18) 
0 numero de equa<;;oes necessi!lias para a determina<;;ao dos coeficientes Cmm e dado por: 
S=1 
2 
+ + =22 (8 
Inserindo-se a funs:ao de tensao (8.18) nas condii(Oes de contorno (8.16 - 8.17) e 








C30 -C31 b+C32b 2 -C 33b3 =0 
De 8.16b: 
C 01 - 2C 02b + 3C 03b 2 - 4C 04b 3 + 5C 05b 4 - 6C 06b 5 = 0 
C11 - 2C,2b + 3C13b
2
- 4C14b 3 + 5C,,b
4 
= 0 























3 +5C15 b 4 =0 














As seis equa96es restantes advem das rela96es peri6dicas, respeitando-se a desigualdade 
m + n:::; 6: 
Para m = 2 e n = 2: 
8(Sm2 + 281212 )c22 - 24S 2212 C31 - 24Sn 12 C13 + 24Snn C04 = 0 (8.24) 
Param=2 en= 3: 
- 48S2212C3, + 24(Sll22 + 281212 )c23 - 96Smz C,4 + 1208llll Co, = 0 (8.25) 
Param=3 en=2 
24(Sn22 + Z81212 )c3z - 48Sm2 C 23 + 248 1111 C14 = 0 (8.26) 
Param=3en=3 
72(Sm2 + 281212 )c,, -192Sn 12 C24 + 120Sllll C15 = 0 (8.27) 
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Para m = 2 e n = 4 
48(5 1122 +2S 1212 )c 24 -72S 2212 C33 -240S 1" 2C15 +360S1111 C06 =0 (8.28) 
m=4en=2 
(8.29) 
De posse das 22 (vinte e duas) equa~i5es e resolver urn sistema para se encomrar 
os 22 (vinte e dois) coeficientes desconhecidos Cmr" uti!izando-se o software MATHEMA TlCA. 
Diferente do que apresentado para a viga engastada do exemplo anterior. a qual 
estava submetida a urn carregamento uniformten1errte distribufdo, ou soJa, a urn carregamento 
constante, os resultados obtidos para a viga sujeita a urn carregamento triangular, porranto 
varia vel em rela~ao ao eixo x, apresentam uma complexidade 
LEKHNITS KU et al. ( 1968), por exemp!o, co men tam sobre a dificuldade de se trabalhar 
analiticamente com esse problema, e assim, tratam apenas de urn exemplo onde uma viga 
ortotr6pica esta sujeita a urn carregamento triangular. 
Devido a essa complexidade analitica do problema, a manipu!ac;ao dos coeficientes Cmn, 
e a sua conseqi.iente substituic;ao na func;ao de tensao (8.18), bern como a obten~;ao das tensoes 
atraves das derivac;oes da fulil;ao de Airy, foram realizadas com o auxilio do software 
MA THEMA T!CA. Os resultados cons tam no Anexo B, e a seguir, apresenta-se alguns graficos 
de tensoes, construfdos a partir desses resultados obtidos. 0 material anisotr6pico considcrado e 
novamente a madeira da especie ipe, cujas constantes elasticas sao mostradas na Tabe!a 7 .1. 
Os dados da viga e do carregamento sao: 
q = 20K.!"'/m; b = 0.20m; I= 1.50 m; h = lm 
Para as tensi5es normais, na se<;ao x = 0 tem-se: 
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TENSOES NORMAIS(h=1m) 
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~IPE 
FIGURA 8. 7- Distribui<;oes de tensoes normais, na se9ao x = 0, de duas vigas engastadas, uma 
anisotr6pica e outra isotr6pica. 
Para as tensoes de cisalhamento: 
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TENSOES {MPa) 
FIGURA 8.8- Distribui<;:oes de tensoes de cisalhamento, na se9ao x = 0, de duas vigas 
engastadas, uma anisotr6pica e outra isotr6pica. 
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FIGURA 8.9- Distribuir;:oes de tensoes normais, na ser;:ao x = 1.50m, de duas vigas engastadas, 













TENSOES DE CISALHAMENTO 
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FIGURA 8.10- Distribuir;:oes de tensoes de cisalhamento, na se<;ao x = L50m, de duas vigas 
engastadas, uma anisotr6pica e outra isotr6pica. 
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Considerando-se os resultados apresentados as distribui<;oes de tensoes normais e 
de cisalhamento, constata-se que houve maiores diferen9as em rela<;ao a viga isotr6pica, do que 
o exemplo onde se ana!isou a viga sujeita a urn carregamento uniformemente distribuido. 
razao para esse aumento de diferen9a pode ser apontada devido ao carregamento 
(triangular) e tambem a participa<;:ao do de influencia mutua que 
aparece na fun9ao de tensao obtida para esse exemplo fun<;:ao esta apresentada no Anexo B), e 
que quantifica a influencia de tensoes tangenciais no yz em deforma<;:oes normais na 
dire<;ao y. 
foi comentado no isso se deve a presew;a 
dos coeficientes de influencia mutua nas equa<;:oes. 
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9 ESTIIDO DOS SISTEMAS COMPOSITOS EM CAMADAS 
Sistemas composites em camadas, especialmente madeiras laminadas, vern tendo, 
ultimamente, seu uso incrementado na engenharia de estruturas. Devido a isso, as pesquisas na 
area materiais composites tern sido bastaote intensas nas ultimBlS decadas, 
da necessidade, cada vez maior, de se obter materiais com propriedades de alta rigidez e 
resistencia em dire<;:oes definidas, bern como, de dirninuiyao dos custos de fabricayao desses 
sistemas. 
Material composite, ou conjugado, e urn termo geral usado para designar urn conjunto 
de materiais heterogeneos associados para realizarem uma funvao que os materiais isoladamente 
nao poderiam exercer (BONES, 1995). 
A madeira, por si so, e urn material orgarnco composto de cadeias de celulose embebidas 
nurna matriz de lignina, possuindo propriedades mecarncas direcionais. As cadeias de celulose 
constituem macroscopicamente fibras de orienta<;:ao definida, cuja coesao provem da lignina que 
e amorfa e faz o pape! de matriz. Quanto maior for a propor9ao de lignina, rnaior sera a 
resiliencia do conjunto, que se torna mais elastico, sendo que as propriedades de rigidez e 
resistencia da madeira provem da uniao das suas fibras trabalhando conjugadamente nurna matriz 
ag!utinante (BONES, 1995). 
De acordo com BODIG & JAYNE (1982), na sua forma natural, a madeira pode ter sua 
capacidade de suporte dirninuida pela presen<;:a de defeitos, como por exemplo nos. Deste modo, 
a laminayao entra como urna so!u<;:ao para urn melhor aproveitamento deste material. Na Figura 
9.1 estao mostradas algumas formas de reorganiza<;:ao madeira e seus derivados. 
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-FIGURA de reorg~o madeira e seus derivados. 
Fonte: BODIG & JAYNE (1982). 
Neste contexto, nota-se a importancia de se estudar os sistemas de camadas, com o 
intuito de se entender seu comportamento e assim, contribuir para o aumento de suas aplica<;oes. 
Assim, apresenta-se neste capitulo, urn estudo sobre os sistemas de camadas em madeira 
laminada, dando-se enfase a aplicacrao das fun<;oes de tensao na aruilise das distribui<;oes de 
tensoes nesses sistemas quando eles sao submetidos a flexao. 
9.1 Metodo de Analise Considenmdo-se a Fun~o de Airy 
De acordo com CARRASCO (1989) o calculo de peyas estruturais de madeira laminada 
colada (MLC) era nonnalmente baseado em resultados aproximados, determinados atraves de 
teorias elementares. Os primeiros estudos mais exatos foram desenvolvidos a partir de 
investigas;oes do comportamento meciinico de vigas laminadas compostas de tres camadas 
simetricas em relac;:ao ao centro de gravidade. 
Na elasticidade plana, a func;:ao de tensao de Airy tern sido extensivamente usada para a 
soluyiio de problemas de vigas de varias configuras;oes geometricas e condi<;Oes de carregamento. 
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Tratando-se de vigas de multi-camadas, a fun9ao de tensao de Airy e detenninada em 
cada camada usando-se as condi((oes de contorno e de continuidade separadamente. As condi((5es 
expressam o de que as tensoes e os des!ocamentos satisfazem certas exigencias pn~scritl!s ao 
dos contomos ou das interfaces do corpo comp6sito. 
& GHOSH (1979) realizaram uma analise teonca exata !IDSa viga laminada, 
submetida a !IDS estado plano de tensoes, por meio de metodos elasticos. Consideraram as lilminas 
da viga como sendo ortotr6picas e a solu<;ao e obtida atraves das fun<;:oes de Airy, escolhldas por 
meio de urn metodo apresentado por SILVERMAN (1964) para solu<;:oes de vigas ortotr6picas 
sujeitas a cargas polinomiais. 
GDOlJTOS & KATTIS (1982) formularam as tensoes e as condivoes de CO!ltinuidade 
des!ocamentos para a interface entre camadas anisotr6picas coladas, de diferentes propriedades 
elasticas, por meio da correspondente fun<;:ao de Airy para as carnadas. Dois exernplos sao 
apresentados, nominalmente, uma viga engastada submetida a uma carga concentrada e a !IDS 
momento fletor, e uma viga bi-apoiada sujeita a !IDS carregamento uniformemente distribuido. 
FOSCH! & FOX (1970), estudando VJgas laminadas curvas de madeira, sujeitas a 
tensoes de tra<;:ao na dire<;ao perpendicular as fibras das laminas, utilizaram a fun<;:ao de Airy em 
coordenadas cilindricas. As laminas sao consideradas cilindricamente ortotr6picas. BUCKNER 
& GOPU (1987) estudaram laminados como objetivo de otimi.za-los estruturalmente, reduzindo 
o voi!IDSe de madeira. V arias solw;:oes foram apresentadas. 
No item seguinte, aborda-se o metodo de anaJ.ise de vigas laminadas, sujeitas a flexao, 
de LEKHNITSKII et a!. (1968). 
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9.2 Metodo de Analise de LEKHNITSKH et at (1968) 
Segundo LEKHNITSKll et aL (1968) e possivel obter-se a distribui~tiio de tensoes na 
flexao para certos casos de solicita9iiO de uma viga composta de urn nillnero arbii:cirio de 
camadas anisotr6picas, espessuras unifonnes, por meio de urna fun9ao de tensao polinomial. 
Em seu trabalho, LEKHNITSKll et al. (1968) consideraram o caso de uma VIga 
engastada, composta de urn mimero arbitriirio de camadas ortotr6picas, de mesma espessura, mas 
com diferentes propriedades elasticas. Na extremidade livre, ela e submetida a uma carga P e a 
equal(iio da elastica e a rigidez a flexao. 
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FIGURA 9.2- Viga laminada engastada, composta de urn nillnero arbitriirio de 
camadas. 
Fonte: LEKHNITSKll et al. (1968). 
Na Figura 9.2, e possivel observar que as camadas sao numeradas da camada superior 
para baixo. As seguintes designac;:oes sao introduzidas: 
- n: nillnero de camadas; 
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- /: comprimento da viga; 
da viga; 
espessura das camadas (a mesma para todas); 
- crxiJ'.), cryiJ'.l, T.xyiJ'.l, Uk, Vk, sao as tens5es e as componentes deslocamento em cada 
camadak; 
- ~~ e hJ< sao distilncias face superior da viga ate as faces superiores e inferiores de 
cada camada ( k = 1,2, .... , n; bo = 0, bn =b). 
As componentes de tensao sao expressadas para cada camada, individualmente, pela 
fun~o de Airy: 
~z,~. 
(k) - 0 '!'k . 
crx - i7/ ' 
~z,~. 
(k) 0 '!'k 
T, =---
xy OxOy 
onde a fun~o <Ilk satisfaz a equa~o diferencial: 
1 a•<!>k [ 1 zv~) J a•<!>, 1 a•Q>, 
E;kJ. ax• + GCkJ - E~kl . axzi)yz + E~kl . cy• = 0 
As componentes de des!ocamento sao determinadas das equayoes: 
~ (k) 
auk = _l_cr<'l- v"' cr<kJ 
Ox E(k) X E(k) y 
X y 
(k) 
av k v"" (k) 1 







auk avk 1 (k) 
--+--=--1: 
iJy ax GCkJ "' 
As condi<;:oes de contorno nas bordas superior e inferior sao: 
-em y = 0 cr 0l = ,oJ = 0 · 
y xy ' 
(9.3c) 
Desde que o deslizarnento entre as carnadas nao e considerado, as condivoes na 
superficie de contato sao: 
= crCkJ = 0 y , = _,.(k) = 0 •xy 
uk-l =uk (9.5) 
As tensoes em cada seyao transversal equilibrarao a forva extema e o momento ( o que 
tarnbem ocorre nas seyoes x = 0 e x = l ). Assim: 
n bk M-Px L J cr~kJ ·ydy =--
k=l b h ,_, 
A soluyao do problema e obtida atraves de funvoes de tensao do tipo: 
lj>k = Akxy+Bkyz +C,xyz +Dky3 +Ekxy3 
(9.6) 
(9.7) 
que satisfazem (9.2) para quaisquer valores de coeficientes. Funvoes do mesmo tipo forarn 
tarnbem utilizadas por GDOUTOS & KATTIS (1982). 
LEKHNITSKll et al. (1968) fomecem os seguintes resultados finais para as 
componentes de tensao: 
6ECkJ 
crCkJ =-1-(M-Px)·(Z·S y-S ) crCkJ =0 
X hS 1 2 ' y onde (k = l, 2, .... , n) (9.8) 
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(9.9) 
onde (k = 2, 3, ..... , n 
6P E<11 
1:;:j = ~s x (Sly-Szh ,parak=l (9. 
6P -E<nJ 1:~1 = x [S2 -(bn +y)sJ(bn -y) , para k = n hS (9.11) 
Onde as seguintes designa;;oes sao introduzidas: 
n 
S1 = :L(b, -b,_JE~'1 (9.12a) 
k-=-1 
(9.12b) 
S =~fb3 -b3 ).E<'l 3 L,. \! k k-1 X (9.12c) 
k=l 
(9.12d) 
Observa-se que o eixo neutro e encontrado numa distancia da borda superior ignal a: 
(9.13) 
A equa;;ao da elastica da viga e do mesmo tipo do caso de uma viga homogenea 
engastada de rigidez D: 
P ( , z ') M ( )z v=- x -3/ x+2l -- x-l 
6D 2D 
(9.14) 





Todas as fonnulas apresentadas podem ser simplificadas quando as camadas sao de 
mesma espessura. LEKHNITSKll et (1968), procurando aplicar a fonnula~o desenvolvida, 
apresentam urn exemplo onde e possivel observar a maneirn. que as tensoes se distribuem em 
vigas compostas por laminas de diferentes propriedades elasti.cas. 
A viga engastada (Figura 9.3) e composta por duas camadas, nas quais, a rela~o entre 
suas alturas e 1:3 e a relavao entre OS modulos de elasticidade longitudinal e 1:9 ( El(l) = Ej e 
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FIGURA 9.3- Viga larninada composta de duas camadas sujeita a uma carga 
concentrada. 
Fonte: LEKHNITSKll et al. (1968). 
Usando-se as equa9oes (9.9)- (9.13), obtem se os seguintes resultados: 
- a linha neutra e localizada na segunda camada e sua distancia da borda superior e 









obtem se as tensoes sobre as bordas superior, inferior, na 
tambem sobre a linha neutra: 
de contato entre as camadas e 
{ 'l') \0'~ 1 yob/ 4 = -0.95·m, 17b) 
·p; 1 
{ (2)) - 0 
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FIGURA 9.4 -Distribui<;:oes de tensoes norrnais e tangenciais numa viga laminada. 
Fonte: LEKHNITSKll et al. (1968). 
No proximo item, visando-se a aplica<;:ao da forrnulayiio desenvo!vida por 
LEKHNITSKll et al. (1968), analisa-se uma viga engastada sujeita a urn carregamento 
uniforrnemente distribuido. 
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9.3 Exemplo de Aplica~lio do Metodo de LEKHNITSKII et al. (1968) 
o intuito de se aplicar a metodologia de analise de tensoes em vigas laminadas 
LEKHNITSKII et al. (1968), analisa-se neste item uma viga engastada sujeita a 
um carregamento uniformemente distribuido, conforme Figura 9.5. 
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FIGURA 9.5 - Viga engastada eomposta de tres camadas. 
Esta viga e eomposta de tres eamadas (todas de largura b = 20 em), eonsideradas 
homogeneas e ortotr6pieas, sendo que as eamadas superior e inferior (h = 10 em) sao eonstituidas 
de madeira especie ipe e a camada do centro (h = 5 em), de madeira especie guapumvii. Os 
valores dos m6dulos de elasticidade longitudinal para as duas especies de madeiras sao: 




De posse desses dados, e substituindo-os nas equayoes apresentadas no exempio 
anterior, tem-se: 
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S = l'(b )El'J + (b - b )Ec2J + (b, - b )EC3J 3,784,155,00 KN/m3 1 ~1 X 2 l X .l 2 X (918a) 
(9, 18b) 
(9 18c) 
2 q·x Analisando-se as tens5es na se<;iio x = L5 m (onde M = ---= 22.5 KN.m), tem-se, 
2 
para as tensoes normais nas camadas: 
a'1J =-x -- ·(2·Sy-S,) . 6EC1J l qxz 'j 
X hS 2 1 ' 
a;J = -0,011490, (7,568310,00 · y- 946,038, 75) OS::yS::lO (9, 19) 
(920) 
15::,::; y::,::; 25 (9.21) 
E para a posiviio da linha neutra: 
s 
Y =-2-=0,125m 0 2"S 1 
(922) 
que como se esperava, devido a posi<;:ao simetrica das camadas, posicionada no centro da camada 
do meio, 



































FIGURA 9.6- Distribuiyoes de tensoes normais numa viga larninada composta de tres 
camadas. 
E para as tensoes de cisalhamento: 
6 E(l) 1m= ·q·x· 1 rs -s )· 
'Y hS ~ 1Y 2 Y 
,;; = 0,015320. (3.784.155,00. y- 946.038,75)· y 0:::; y:::; 10 (9.23) 
1:~) =\;X {sJ(bi )E~11 + (y'- b~ )Ei'1 ]- s,[(b1)E~11 + (y- bJEi21 n 10:::; y:::; 15 
1:~) = S.49046 X J0-!0{3.784.155,00[180.439,00 + (y2 - 0.0! ). 3.507.500,00 ]-~ (9.24) 
-946.038,75. [1.804.390,00 + (y- 0.1)· 3.507.500,00] J 
(JJ _ 6 · q · x · E;1 l ( )s j ( ) 
'''Y - hS S, - b, + y 1 • b, - y 
<; = O,Ol5320·[946.038,75-(0,25+y)·3.784.155,00j.(0,25-y) 15:::; y:::; 25 (9.25) 
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FIGURA 9. 7- Distribui<;oes de tensoes de cisalhamento numa viga !aminada composta 
de tres camadas. 
Agora, alterando-se as especies de madeiras das camadas supenor e inferior para 
guapuruvii e da camada do centro para ipe, tem-se: 
s, = 1.603.695,00 
s, = 400.923,75 
S3 = 89.328,64 KN/m
3
; 
S = 90.803.997.322,00 KN/m3. 
E para as tensoes: 
(J~l) = cr~31 = -0,026073. (3.207.390,00. y 400.923,75) 
(J(l) = 5.14437 •(J(l) 
' ' 
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,;;; = 0,034764. (1.603.695,00. y- 400.923,75)· y O~y~lO 
't~~J = 9.91145x l .603.695,00[35.075,00 + (y' 0.01)·18.043.900,00 ]-
- 400.923,75. [350.750,00 + (y- 0.1)·18.043.900,00 l 
10 ~ y ~ 
(9.29) 
,;; = 0,034764. [400.923,75- (0,25 + y) ·1.603.695,00]· (0,25- y) 15 ~ y ~ 25 (9.3 !) 
A linha neutra novamente esta posicionada ern 
Nas Figuras 9.8 e 9.9 sao rnostrados os griificos das distribui~;:oes das tensoes nonnais e 
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FIGURA 9.8- Distribui<;:oes de tensoes de cisalbamento nurna viga larninada composta 






























FIGURA 9.9 - Distribuic;:oes de tensoes de cisalhamento numa viga laminada composta 
de tres camadas. 
Nos graficos apresentados, constata-se que as camadas que possuem rnaior modulo de 
elasticidade (Ex), camadas estas constituidas de madeira especie ipe, absorvem as maiores 
tensoes. Assim, a primeira forma de posicionamento das camadas se mostra rnais eficiente, pois 
as camadas mais resistentes sao localizadas nas posic;:oes onde a viga e mais solicitada, ou seja, na 
borda superior (maiores tensoes de trac;:ao) e inferior (rnaiores tensoes de compressao ). 
E oportuno salientar que uma viga isotr6pica e homogenea apresenta comportamento das 
tensoes uniforme, ou seja, sem as descontinuidades apresentadas nos graticos anteriores. 
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10 CONCLUSOES E COMENTARIOS 
Este capitulo tern a finalidade de organizar as conclusoes ja apresentadas nos capitulos 
7 e 8 e tambem, tecer alguns comentanos a respeito estudo desenvolvido. 
Na amilise comparativa dos exemplos de LEKHNITSKII et al. (1968), constatou-se que 
nao houve grandes diferenyas entre as vigas anisotropicas e as isotropicas no que se conceme a 
distribui~o de tensoes de cisaThamento. Para os deslocamentos e para a distribui~o de tens5es 
normais, as difereno;:as mais significativas foram apresentadas pelas vigas das especies ipe e ash, 
especies essas que possuem maiores val ores para os coe:ficientes de influencia mutua de 1 • 
especie (TJxy.x) e para o modulo de elasticidade longitudinal (Ex). 
De uma maneira geral, constatou-se que a influencia da anisotropia sobre as tensoes e 
sobre os deslocamentos foi proporcional aos val ores do coeficiente de influencia mutua de l • 
especie e do modulo de elasticidade longitudinal (Ex), dependentes de cada material, e tamb6m, 
proporcional a esbeltez da se~o transversal da viga. Para vigas de vaos menores, onde a 
participa9ao das tens5es de cisalhamento sobre os deslocamentos aumenta, a diferenya entre os 
deslocamentos da linha elastica dos dois tipos de vigas (anisotropica e isotropica) foi maior. 
Na analise dos exemplos de HASHJN (1967), ao se comparar as tensoes normais nas 
VJgas de madeira das especies ipe e guapurnvu, verificou-se que as vigas da especie ipe 
apresentaram maior diferenya de comportamento em rela9ao as vigas isotropicas, tanto para as 
vigas engastadas como para as bi-apoiadas. 
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Observou-se tambem, que na extremidade liwe das vigas engastadas anisotropicas, 
diferente do que e apresentado pelas vigas isotropicas, ainda se concentram tensoes normais. Isso 
deve-se ao fato que as seyaes transversals, das vigas anisotropicas, nlio permaneoem planas 
a deformaylio da viga, assim, havendo deformayoes tangenciais, surgem tensoes normais devido 
a influencia do cooficiente de influencia mutua especie 1"Jxy.x-
Na compara~o dos resultados LEKHN1TSKll et (1968) e de HASHIN 
para uma viga bi-apoaida sujeita a urn carregamento uniformemente distribuldo, verificou-se que 
as equay(ies que os pesqulsadores obtiveram nlio diferem muito em termos de valores de tensoes 
para a seylio de analise no meio do vao (x = 0). Pon§m, ao se distanciar a seyao de analise para x 
= as ja sao significativas, ocorrendo uma inversao de valores mi!ximos 
tensoes (de traviio e de compressao) entre os resultados destes pesqulsadores. 
Considerando-se apenas os recursos analiticos e dificil concluir a cerca de qual dos 
resultados e o mais correto. Verificando-se as equayoes de tensoes fornecidas pelos 
pesquisadores, em seus respectivos trabalhos, observa-se que elas satisfazem as equay(ies de 
equilibrio de tensoes. Infelizmente, estes pesquisadores niio fornecem em seus trabalhos essas 
funyoes de tensiio. LEKHN1TSKll et al. (1968) apenas comentam que essa funyiio tern a forma 
de urn polin6mio de s• ordem. HASHIN (1967), como ja comentado, vai urn pouco mais alem e 
fornece o metodo para obtenyao dessa funviio. 
Tratando-se da aplica~o do metodo de solu~o polinomial de HASHIN (1967) para a 
obtenviio de funyaes de tensiio, p6de-se constatar, nos dois exemplos estudados, que o metodo e 
eficiente na soluyiio de vigas anisotropicas sujeitas a carregamentos distnbuidos em forma de 
polin6mios. 
Na analise da viga engastada anisotropica, sujeita a urn carregamento uniformemente 
distribuido, os resultados obtidos praticamente niio diferem das soluy5es de LEKHN1TSKII et al. 
(1968) para a mesma viga, confirmando assim a veracidade dos mesmos. Em compara~o com as 
vigas isotropicas, os resultados mostram tambem que as vigas constituidas de madeira especie ipe 
apresentaram maiores diferenyas, tantos para tensoes normais como para as tangenciais. 
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Os resultados obtidos para as distribui'(oes de tensoes nollilllis e de cisalhamento, para a 
viga engastada sujeita a um carregamento triangular, apresentaram maiores diferen~ em rela<;:iio 
a viga isotr6pica, para o exemplo onde se analisou a viga sujeita a um CillTeJ;;arnellto 
uniformemente distribuido. 
:razao para esse aumento de diferen!(a e devido ao carregamento varia vel (triangular) e 
tambem a participal(ao do coeficiente de influencia mutua T!yz,y, que aparece na fun<;:iio tensao 
obtida para esse exemp!o, e que quantifica a influencia de tensoos tangenciais no plano yz em 
deforma<;:oes nollilllis na dire!(iio y. 
No se refere aos sistemas composites em camadas, e importante comentar que 
se teve a pretensao neste trabalho de se fazer uma invertiga<;:ao comp!eta sobre o assunto, e sim, 
de se destacar alguns aspectos relatives a aplica<;:iio das fun9oes de tensao nesses sistemas. 
Contudo, o estudo apresentado mostrou as diferen~ no comportamento das tensoes nesses 
sistemas, quando comparados com as estruturas constituidas por materials isotr6picos e 
homogeneos. 
Abordando-se, agora, as funyi'ies de tensao, elas se mostraram, de uma maneira gera!, 
considerando-se apenas os recursos analiticos, eficientes nas soluvoes de problemas da mecamca 
dos s61idos. Porem, e precise salientar que os metodos de solu9oes baseados nas funyi'ies de 
tensao sao aproxirnados, pois a forma da fun<;:iio de tensao, no caso de HASHIN (1967) 
polinomial, pode nao corresponder a uma solu<;:iio exata. 
Deve-se observar que para uma anaJ.ise completa sobre este assunto, paralelamente a 
aplicaviio do metodo analitico, seria necessario ensaios de laborat6rio e a utiliza!(iio de metodo 
numerico. No entanto, considerando-se que na realidade todas as estruturas existentes possuem 
algum grau de anisotropia, e que a isotropia e uma suposi!(iio, os resultados obtidos por essa 
pesquisa, mesmo cercados de algumas imprecisoes, sao importantes, pois registram as 
peculiaridades presentes no comportamento mecamco das vigas anisotr6picas. 
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Por fun, e oportuno salientar sobre a complexidade do tema estudado e que visou-se 
tambem com esta pesquisa, a apresenta<;:ao de uma fundamenta<;:ao te6rica sobre anisotropia, 





Resultado da solu<;ao do sistema de 15 ( quinze) equas:oes, pelo programa 
MATHEMATICA, que fornece os 15 (quinze) coeficientes Cmn necess:ir:ios para a determinas:ao 
da funvao de tensao da viga engastada sujeita a urn carregamento uniformemente distribuldo. 
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fonqENGASTADANUMERJCATENSOES.nb 
So~ve[ {COO- COl*b + C02 *b"2- C03 *b"3 + C04 wb" 4- COS *b"5 == 0, 
coo+ col*b+ co2 .. b"2 + co3 .. b"3 + co4 .. b"4 + cos .. b"S == 
- (p .. 1 A 2) /2' ClO- Cll .. b + C12 *b" 2- C13 *h" 3 + C14 *b" 4 == 0' 
ClO + Cll *b + C12 *b"2 + C13 *b"3 + C14 *b" 4 == P* 1, 
C20- C21 *D + C22 *b"2- C23 •d::>"3 == 0, 
C20 + C21 .. b + C22 * b A 2 + C23 * b A 3 == -p /2' 
COl- 2 * C02 *b + 3 * C03 *b" 2- 4 * C04 *b" 3 + S *COS *b"4 == 0, 
co1 + 2 *coz .. b + 3 .. co3*b"2 + 4 .. co4 .. b"3 + s .. cos*b"4 == o, 
Cll - 2 * C12 .. b + 3 .. C13 * b A 2 - 4 .. C14 * b A 3 == 0' 
Cll + 2 * C12 * b + 3" C13 * b A 2 + 4 * C14 * b A 3 == 0' 
C21-2,.C22*b+3*C23*b"2==0, C21+2,.C22*b+3*C23*b"2==0, 
4 * A22 * C22 - 3 * A13 * C13 + 12 * A04 * C04 == 0, 
A22 * C23 - Al3 * C14 + 5 * A04 *COS == 0, -A13 * C23 + A04 * C14 == 0}, 
, COl, C02, C03, C04, COS, ClO, Cll, 
C12, C13, C14, C20, C21, C22, C23}] 
{{ 
4A04pf2+Al3bp/ -Al3bp-4A04lp 
COO->- !6AU4 , ClO __.- 8A04 , 
p -AlJ2pb2+A04A22pb2+15A042/2p 
C20 __.- -zr, COl_,- 40A04 b 
Al3/p pl2 A04A22p-Al32p 3/p 
C02 _, 8A04b, C03 _,.TIP+ 20A042 b , Cll _,. 40, 
A13p 3p A13/p lp 
C12 _,- 4AU4 b, C21-> -"Sb, C04->- 16A04bl, C13-> -4bT, 
A04A22p-A132p Al3p p }} 
C22-> 0, COS->- 40 A042 b3 , Cl4-> 8 A04 b3 , C23 __. TIP 
Substitui~ao dos coeficientes Cmn na fun~ao de tensao: 
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fimqENGASTADANUMERICATENSOESnb 
FUNENG= Function[{><, y, COO, COl, C02, C03, C04, 
COS, ClO, Cll, Cl2, Cl3, Cl4, C20, C21, C22, C23}, 
coo + COl* y + C02 * y A 2 + C03 * y A 3 + C04 * y A 4 +cos* y A 5 + 
ClO*X + Cll*X*Y+Cl2 *X*y"2 + Cl:3*X* 3 + Cl4*><* 4 + 
C20*x"2+C21*x"2*y+C22*X"2*y"2+C23*x"2*y"3] [x, y, 
4A04p +A13bpl -Al32 pb2 +A04A22pb2 +15A042 1 2 p 
16A04 
A13l p p 1 2 A04 A22 p- A132 p 
_8_A_0_4_b:.... ' -8-b-3 + 
40 A042 b 
Al31p 
A04 A22 p - A132 p 
40A042 J:>3 
Al3p lp A13p 
8 A04 
p 3p 
4A04b' - 4b3' 8A04b3' 4 - Bb' 
(A04A22p-Al32p)y5 Al3lpy4 Al3pxy4 





px2y3 (pf2 A04A22p-AJ32p) lpxyl Al3/py2 
8 bl + T5' + 20 A042 b yl - 4 bl + 8 A04 b -
Al3pxy2 3px2y (-AJ32pb2+A04A22pb2+!5A042f2p)y 
4A04b - 8b 40A04 b + 
3lpxy px2 4A04pf2+A13bpl (-A!3bp-4A04lp)x 
4b - -;r- 16A04 8A04 
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Fum;ao de tensao obtida para a solu~ao da viga engastada 
sujeita a urn carregamento uniformemente distribufdo: 
Simplify[FtJNENG] 
1 2 
- 80 A041 b3 (p (b + y) 
2 2 2 2 (lOA04 (2b-y)(l-x) -2Al32 (b-y) y+A04(b-y) (5AJ3(l-2x)+2A22y))) 
funqENGASTADANUAfERICATENSOES.nb 
FUNALFA = Function({:><, y, A04, A13, A22}, 
1 
80 A042 b3 
(b + 2 (10 b- 2 
2 A132 (b- 2 y + A04 (b- 2 (5 A13 
- 2 + 2 A22 y))) l [ 
x, y, Sllll, 4 * 81112, (Sll22 + Sl212)] 
l < 2 2 < 2 
- SOblSJlll2 (p(b+y) (l0S111l (2b-y)(!-x)-
32 S11122 (b-y)2 y+ Sllll (b- y)2 (20 Sll12 (1- 2x) + 2 (81122 + S1212)y))) 
FUNALFACOMJ?LIANCIA = 
1 
Function[{><, y, S1111, S1112, £1122, £1212}, ------::-
80 £11112 
+ 
2 £11112 b- (1- x) 2 - 32 811122 (b- y) 2 y + 
Sllll (b-y) 2 (20 S1112 (l- 2 x) + 2 (81122 + 81212) y))) j [ 
E 2 (b )2 10(2b-y)(l-x) _ 8nxy'(b-y) y (b-y) +2(""'1--.r)Y) ( 
2 2 2 ( !Orn<y(l-2x) 1 vxy ' ) 
X p +y x X + 
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Fum;ao de tensao obtida para a solu~ao da viga engastada 
sujeita a um carregamento, com as constantes do tensor de 
compliancia substituidas pelas constantes ehisticas: 
8implify[FUNALFACOMJ?LIANCIA] 
p (b + y)2 ( 10 (2 b _ y) (!- x)2 _ 8 nxyZ (b _ y)2 Y + (b-y)
2 
(Exy+4Gxy(5/nxy-!Oxnxy-vxyy))) 
Determina~ao das tensoes: 
fonqENGASTADANUMERICATENSOES.nb 
derly = D [FIJNALFACOMPLIANCIA, y] 
l 
-1m1JT 
2 8 (b-y) nxy2 16 (b- y)ynxy2 JO(l-x)2 2(~-~)(b-yf 
Ex + Ex Ex2 + ----,::;ex;;----
2 (b _ y) ( !Onxy(l-2x) + Z ( ~ _ ~ )y) j' ) 
Ex2 -X 
(b ) 10(2b-y)(l-x) _ 8nxy2 (b-y) y (by) +2(""'J-..,.)y E 2 ( 
2 2 2 ( !Onxy(/-2.x) 1 vxy ) ) 
p + y x- X + X 
Tensoes normais a se~ao: 
SIGMX = D [ derly, y] 
(b )2 32(b-y)nxy' l6ynxy' 8(""'J-"I!r)(b-y) 2 +2(""'J -=lY Ex2 ( 
1 vxy ( JOnxy{i-2;:) l vxy ) ) 
P +y x - Ex2 - + 
1 ( ( 8 (b-y)2 nxy2 16 (b-y)ynxy2 
21fli3"~ (b + y) Ex + Ex-
l0(1-x)2 
+ 
2( ~- ~)(b- y)2 2 (b-y) ( !Onxy(/-2x) +2 (~- ~Jy)) 2) 
---'---=x;----- - x Ex -
Simpl.ify[SIGMX] 
l 
40bl Gxy (p ((3 Exy + 4Gxy (-12ynxy2 + 5/nxy- JOxnxy- 3 vxyy)) b2 + 
5 y(2 Gxy(3/2- 6x l- 6nxyyl + 3x2 + 8nxy2 y2 + 2 vxyy2 + l2nxyxy)- Exy2))) 
Tensoes de cisalhamento: 
184 
funqENGASTADANUMERICATENSOESnb 
derl.x = D [FUNALFACOMPLIANCIA, x] 




Tensoes normais na dire~ao Y: 
SIGMY = D[derlx, x] 
p (2 b- y)(b + y)2 
185 
Anexo B 
Resultado da solw;:ao do sistema de vinte e duas equa<;oes, pelo programa 
MATHEMATICA, fornece os e dois coeficientes Cnm necessaries a detennina9ao 




{COO -COl* b + C02 * b A 2 - C03 * b" 3 + C04 * b" 4 -cos* b" s + C06 * b A 6 == 0' 
COO+ COl *b + C02 *b"2 + C03 *b"3 + 
C04 * b A 4 +cos* b A 5 + C06 * b A 6 == - (q * 1 A I 6' 
ClO- Cll * b + Cl2 * b A 2- C13 *b" 3 + C14 * b" 4- Cl5 *b" 5 == 0' 
ClO + Cll * b + C12 * b" 2 + C13 *b" 3 + C14 * b" 4 + Cl5 *b" 5 == + (q* /2, 
C20- C21 *b + C22 *b" 2- C23 *b" 3 + C24 * b" 4 == 0, 
C20 + C2l*b+ C22*b"2 + C23*b"3 + C24*b"4 == -q/2, 
C30-C3l*b+C32*b"2-C33*b"3==0, 
C30 + C3l * b + C32 * b" 2 + C33 *b" 3 == +q I (6 * l), COl- 2 * C02 *b + 
3 * C03 * b" 2- 4 * C04 *b" 3 + S *COS* b"4- 6 * C06 * b" 5 == 0, 
COl + 2 * C02 "b + 3 * C03 * b A 2 + 4 "C04 * b A 3 + 5 .. cos* b A 4 + 6 * C06 *bAs == 
0, Cll- 2*C12*b+ 3*Cl3*b"2- 4*Cl4*b"3 + 5*Cl5*b"4 == 0, 
Cll + 2*Cl2*b+ 3*Cl3*b"2 + 4*Cl4•d:>"3 + 5*Cl5;d::>"4 == O, 
C21 - 2 * C22 * b + 3 * C23 * b A 2 - 4 * C24 * b A 3 == 0' 
C21 + 2 * C22 * b + 3 * C23 •d::> A 2 + 4 * C24 * bA 3 == 0' 
C31 - 2 * C32 * b + 3 * C33 * b A 2 == 0' C31 + 2 * C32 * b + 3 * C33 * b A 2 == 0' 
-24 * S2212 * C31 + 8 * (Sll22 + 2 * Sl212) * C22 -
24 * Slll2 * C13 + 24 * Sllll * C04 == 0, -48 * S2212 * C32 + 
2 * (S1122 + 2 * Sl212) * 12 * C23- 96 * Sl112 * Cl4 + 120 * Sllll *COS== 0, 
2 * (Sll22 + 2 * Sl212) * 12 * C32- 48 * Slll2 * C23 + 24 * Sllll * Cl4 == 0, 
72 * (S1122 + 2 * Sl212) * C33- 192 * S1112 * C24 + 120 * Sllll * ClS == 0, 
48 * (Sl122 + 2 * Sl212) * C24- 72 * S2212 * C33- 240 * Slll2 * ClS + 
360 * Sllll * C06 == 0, -72 * Sll12 * C33 + 24 * Sllll * C24 == 0}, 
{COO, COl, C02, C03, C04, COS, C06, ClO, Cll, Cl2, Cl3, 
C14, Cl5, C20, C21, C22, C23, C24, C30, C31, C32, C33}] 
;unr:;.t:;JVLTA,.) 1 rnang1v u JVJL .L. ( neganvo )nlJ. nD 190 
{{coo-. 
1 
-lZOISlllP (-16qSlll23 b3 +8qSllllS1112Sll22bl+l6q81111SIIl2Sl212bl-
13qSllll2 82212bl + 15f2qS!lll2 Sl!l2b+ l0/3qS!lll3), 
-/qSllll-bqSll 2/qSllll +bqSI112 q 
CJO _.- 4Sllll , C20 __,- 8/Sil!i , C30 __, 127• 
-8 q 8 11!22 b2 + q S !Ill 8!122 b2 + 2 q S 1111 S 1212 b2 + 5 !2 q S 11112 
COl-+- 40bSilll 
8 q S 11122 b2 - q S !Ill Sll22 b2 - 2 q Sill! S 1212 b2 - 15 12 q Sll!l2 
Cll "'"'- 40b/Sllll-
3 q q 
cz1 _. -n, C3l __, m· 
l 
C02->- lZObl Sill p (48b2q Sl1!23 - 30!2 q S!lll2 Sl112- 20b2 q Sllll Sll22 Sll12-
40b2 q 8llll 8!212Sll12 + 27 b2 q 8llll2 82212), 
qfl -8qSll +qSllllSl +2qSllllSl2!2 qSlll2 
C03 -> 245' + 20bSI!ll CJZ-+ 2bSl!!!' 
1 
C04->- !ZObll 8 lllll (-48b2 q Slll23 + 1512 q 811112 Slll2 + 
16b2 q 81111 Sl1228!112 + 32b2 q 81111 8!212 81112-15 b2 q 811112 82212), 
-8q81ll22 +q8llll 81122+2q81111 81212 
COS _, 40 b3 8 1111 
C06-> 
!6qSI1123 -4q Slll1 Sli22Slll2- 8 q8llll Sl212 Slll2 +qSllll 2 S2212 
1 Obl/Sllll 
8 q Sl1122 - q Sllll Sll22- 2q Sllll Sl212 I q 
Cl3-> 20b/Sllll - -g-{jJ"• 
q81112 qS1112 
C22-. 4b1Sllll, Cl4 -> 4h3Sl!ll' 
8qSlll22 -qSllll Sll22-2qSllll Sl212 
CIS->- 40bl/Silll ' 
q qSlll2 q }} C23 _, -gp-, C32 -> 0, C24 _, - s hl 1 s !l!l , C33 -> - 2if1iJ7 
Substitui~ao dos coeficientes Cmn na fun~ao de tensao: 
funqENGASTtriangNUM22. (negativo )nb. nb 
FUNENG = 
Function[ , y, COO, COl, C02, C03, C04, COS, C06, ClO, Cll, C12, 
Cl3, C14, Cl5, C20, C21, C22, C23, C24, C30, C31, C32, C33}, 
COO+ COl *Y + C02 *Y"2 + C03 *Y"3 + C04 *Y"4 +COS *Y"S + C06 *Y" 6 + 
ClO *X+ C11 *X*Y + C12 *X*Y"2 + C13 *X *Y"3 + C14 *X *Y"4 + 
Cl5 *X *Y" s + C20 *X"2 + C21 *X"2 *Y + C22 *X"2 *Y"2 + 
C23 * x" 2 * 3 + C24 "x" 2 *Y" 4 + C30 * x" 3 + C31 * x" 3 * y + 
1 
C32 * x" 3 *Y"2 + C33 *X" 3 *Y"3J [ x, y, -------
1201 S11113 
( -16 q S11123 b 3 + 8 q S1111 S1112 S1122 b 3 + 16 q S1111 S1112 S1212 b 3 -
13 q S11112 S2212 b 3 + 1512 q S11112 S1112 b + 1013 q S11113); 
-SqS11122 b 2 + qSllll S1122b2 + 2 qS1111 Sl212b2 + 512 qS11112 
40 b Slll12 
1 ( 48 b 2 q Sl1123 - 30 12 q Sllll2 Sll12- 20 b 2 q Slll1 
120b 1 Sllll3 
Sll22 Slll2 - 40 l:l q Sllll S1212 Slll2 + 27 b 2 q Sll112 S2212) , 
q 1 2 -8 q S1112'2 + q S1111 S1122 + 2 q S1111 S1212 __ .,. _ _;:. ___ __;_:.....c ______ _:_ ____ _ 
24 b 3 20 b S11112 
1 (- 48 b 2 q S11123 + 15 1 2 q Sllll2 S1112 + 16 b 2 q S1111 
120 b3 1 S11113 
Sll22 Sll12 + 32 b 2 q Sllll S1212 S1112- 15 b 2 q S11112 S2212) , 
-8 q S11122 + q Sllll S1122 + 2 q Sllll S1212 
40b3 S11112 
1 (16 q S11123 - 4 q Sllll Sll22 S1112-
120 b3 1 S11113 
-1 q S1111- b q S1112 
8 q Sllll S1212 Sl112 + q Sll112 S2212) , - , 
4 S1111 
8 q Sll122 b 2 - q Sllll Sll22 b 2 - 2 q Sllll S1212 b 2 - 15 1 2 q Sllll2 
qS1112 
2 b S1111 
qS1112 
4 b3 S1111 ' 
40 b 1 S11112 
8 q Sl1122 - q Slll1 Sl122 - 2 q Sl111 S1212 
20blS11112 
8 q S11122 - q S1111 S1122- 2 q Sl111 S1212 
40 b3 1 S11112 
2 1 q S1111 + b q Slll2 3q qS1112 
Ell Sl111 - 8 b ' 4 b 1 S1111 ' 
q 
B b 3 ' 
qS1112 N q q 
..,. 0 l 
8 b3 1 S111l ' 12 1 ' 8 b 1 ' ' - 24 b3 1 
1q 
!91 
;unt;:J::,JVVA4> 1 rnang1v u JVlLL, f neganvo) no. no 
(16 q S 11123 -4 q S llll S ll22 S 1112- 8 q S llll S 1212 S 1112 + q S llll2 S2212) y6 
120 b3[ s 11 J p 
(-8q Slll22 + q Sl l 11 Sll22 + 2qSllll Sl212)y5 
40 b3 Sll J l 
(8qSll -qSllll Sl122-2qSllll Sl212) qSll12x2y4 
40b3/Sllll - Sh'ISllll -
1 
lZOb'ISll!Jl ((-48b2qSlll23 + 1512qSl!ll2Slll2+ l6b2qSilll S1122Slll2+ 
qS1112xy4 
32b2qSllll S!212Slll2-!5b2qSllll 2 S2212)y4)+ 4 b> Sllll -
qx3 qx2y3 ( q/2 -8qSlll22 +qSlll!Sil22+2qS!ll1S12!2), 
24 631 + 8 b3 + b4bT + 20 b s 1111 y~ + 
(
8qSlll22 -qSllllS1122-2qSll11Sl212 lq) qSlll2x2y2 
20b1Sll!l -~ xy3 + 4b1Sllll -
l 
lZObiS 1lll' ((48 b2 q Sl112
3
- 3012 q Sll!l2 Slll2- 20b2 q Sill! Sl122 Slll2-
qS11 qx3y 
40b2qSllll Sl212S1!12+27b2qSllll2 S2212)y2)- 2 bSllll + TlJT-
3 qx2 y (-8q S!!l22 b2 + qSllll S!l22b2 + 2q Sllll S1212b2 + 512 q Slll12)y 
8b 40bSJlll 
(8q S11!22 b2- q Sllll S1!22b2- 2q Sllll S1212b2- 15 f2 q Sll!12)xy 
40b/Sllll + 




lZOISlllP (-16q Slll23 bl + 8 qSllll Sll12 S1122b3 + l6q Sllll Slll2 Sl212 bl- 13 q 
(-lqSllll-bqS!!I2)x 
Sll!l2 S2212 bl + 15 J2 qS!lll2 Slll2b + 10 f3 q Slll1 3)- ----,...,-,--rrr---
Fun~ao de tensao obtida para a solu~ao da viga engastada 
sujeita a urn carregamento triangular: 
funt;ENGASTtriangNUM22, (negativo )nb,nb 193 
Simplify[FUNENGJ 
l ? 
!ZObl/Slll p (q(b+yr ((16811123 - 8 Sllll (S1122+ 2S1212)Slll2 + 13 S!Jll2 S2212)b4 + 
2 (-16 Sll123 + 8 Sllll (81122 + 2 S1212) Sll12- 13 S11!12 S2212)ybl-
Sllll(l5Slll!Slll212+ 
(-24yS11122 - 30 Slll1 xS1112 + 3 Sllll Sll22y + 6 Sllll S1212y) I+ 
15 Sllll Slll2x2 + 4 S1112 Sl122y2 + 8 S1112 S1212y2-
12 Sill! S2212y2 + 24 S11J22 xy- 3 Sl J 11 Sll22xy- 6 Sllll S1212xy) b2-
2 (5/3 Sl1!l3 - 5x3 Slllll- S2212y3 Sl!ll2 + 3 Sll22xy2 Sllll2 + 
6 S 1212x y2 Sllll2 - 15 S1112x2 y S 11112 - 1512 (S 1111 x + S 1112 y) S 11ll2 + 
4 S1112 S1122yl Sllll + 8 Slll2 Sl212yl Sllll- 24 811122 xy2 Sllll + 
31 (5 Slll!2 x2 + 10 Slll1 Sll12yx + 8 Slll22 yz-
Sllll Sll22y2 -2Sllll S1212y2)Sllll-16Sil!2lyl)b-
y (-5/3 Slll Il + 5 x3 S 11113 + S2212 yl S 1!1 I 2 - 3 Sl122x yz S 1lll2 -
6 S l212x y2 811112 + 15 S 1112x2 y S 11! 12 + 1512 (Sllll x + S lll2y) S llll2 -
4 Slll2 Sll22y3 Sllll- 8 Sll12 S1212y3 Sllll + 24 Sll!22 xy2 Sllll-
31 (5 Sll1!2 xz + 10 Sllll Sll12yx+ 8 Slll22 yz-
Sllll Sll22y2 -2S1ll! Sl212y2)Sllll + l6Slll23 y3))) 
;unt;:t:.JVUJL)l trwngJVUMLL.(neganvo)ntJ.ntJ 
FUNCOMPLIAN = Function [ {x, y, Sll12, Sllll, S1122, S1212, S2212}, 
120 
( 
1 (b + 2 
1 511113 
6 Sll123 - 8 81111 (S1122 + 2 81212) Slll2 + 13 Sllll2 S2212) b 4 + 
2 ( -16 Sl1123 + 8 Sllll (Sll22 + 2 81212) S1112- 13 Sl1112 S2212) 
194 
y b 3 - Sllll (15 Sllll Sl112 1 2 + ( -24 y S11122 - 30 Sllll x Sl112 + 
3 Sllll S1122 y + 6 Sllll Sl212 y) 1 + 15 Sllll S1112 x2 + 
4 S1112 S1122 y> + 8 S1112 S1212 y 2 - 12 Sllll S2212 y> + 
24 Sl1122 X y- 3 Sllll Sl122 X y- 6 Sllll S1212 X y) b 2 -
2. (5 1 3 Sl1113 - 5 x 3 S11113 - S2212 y 3 Sl1112 + 3 S1122 x r Sl1112 + 
6 Sl212 x r Sl1112 - 15 S1112 x2 y S11112 -
15 1 2 (Sllll x + Sl112 y) Sl1112 + 4 S1112 Sl122 y 3 Sllll + 
8 Slll2 Sl212 y 3 Sllll - 24 S11122 x y 2 Sllll + 
3 1 (5 811112 + 10 Sllll S1112 y x + 8 511122 y 2 -
Sllll S1122 -2 Sllll S1212 y 2 ) Sllll- 16 S11123 y 3 ) b-
y (- 5 Sl1113 + 5 x 3 Sl1113 + S2212 y 3 S11112 - 3 Sll22 x y> 511112 -
6 S1212 x r 811112 + 15 S1112 x2 y Sll112 + 
15 1 2 (Sllll x + Sl112 y) S11112 - 4 Sl112 S1122 y 3 Slll1-
8 S1112 S1212 .y' Sllll + 24 S11122 x y 2 Sllll -
3 1 (5 S11112 x2 + 10 S1111 Sll12 y x + 8 Sl1122 y 2 -
S1111 Sll22 T - 2 Sl111 S1212 y>) Sllll + 16 Sll123 rl)) ] [ 
x, y, nxy/ (2*Ex), 1/Ex, -vxy/Ex, 
1/ 
(4 * 
Gxy) , nyz I (2 * 
Ey)] 
funr,:ENGASTtriangNUM22.(negativo)nb.nb 195 
1 2 2 nxyl 4 ( 7ClXl'" - -tt-) nxy 13 nyz 
( (( 
1 vxv ) 
120 hlz Exl q (b + y) Exl - Ex + 2 Ex2 Ey b4 + 
( 2 nxy3 4 ( ~ - ~) nxy 13 nyz ) 
2 I - Exl + Ex - 2 Ex2 Ev Y bl -
\ " 
I (( !5nxy/2 + ( 6ynxy2 l5xnxy 3vxyy 3y \ 15nxyx2 
EX 2 Ex2 Ex" Ex2 - Ex2 + 2 Ex Gxy ) / + 2 Ex- + 
nxyy2 6nyzy2 _ 2nxyvxyy2 ~ 6nxy2xy + 3vxyxy _ 3xy 162)-
ExGxy - ExEy Ex · Exz Ex- 2ExGxy) 
.. 1!lr + L1!X" ... ~ 'T ---rxz- + ~ + --rxr ~ 
( 
513 !S ( x nxyy) 12 J ( Sx' , 5nxyyx 2nxy2y" vxyy2 _ y ) I 
2 Exl - Ex + x -
5 x3 2 nxy3 y3 nxy y3 nyz y3 2 nxy vxy yl 




5/3 !S(L-·. ~)/Z J(5x', 5nxyyx 2nxy'y, vxyy y2 )! ;.;.A .t..:cA "EXT -r ~ + fxZ ,-~- 2ExGxy 
Y - Exl + Ex - x + 
5 x3 2 nxy3 y3 nxy y3 nyz y3 2 nxy vxy y3 




+ Exl - 2Ex2Gxy + 
15 nxy x2 y ))) 
2Exl 
+ 
Fun~ao de tensao obtida para a sohu;ao da viga engastada 
sujeita a um carregamento triangular, com as constantes do 
tensor de complHincia substitufdas: 
Jum;LJVV.Ii.:>J trwngJv UiViLk. ( 1u::guavojno.no 
Simplify[FUNCOMPLIAN] 
J 2 
240 bl Ey Gxy I (b + y) ((Ex (!3 Gxynyz- 4 Eynxy) + 4 Ey Gxynxy(nxy2 + 2 vxy)) iJ4 + 
2 (4Eynxy-13Gxy -4EyGxynxy(nxy2 +2vxy))yb3 + 
(12ExGxynyzy2 +Ey(-15 Gxynxy /2 + 30 Gxynxyx I+ !2Gxynxy2 yl-
3 Exyl + 6Gxyvxyyl-!5 Gxynxyx2- 2 Exnxyy2 + 
4Gxynxyvxyy2- 12 Gxynxy2xy+ 3 Exxy- 6Gxy vxyxy))b2 + 
2 (Ex Gxynyzyl + Gxy /3 + 30 Gxy x f2 + 15 Gxynxy y 12- 30 Gxy x2!-
l2 Gxynxy2 y2/ + 3 Exy2f- 6Gxyvxyy2/- 30 Gxynxy xyl + 
JOGxyxl + 4Gxynxy3 y3- 2Exnxyy3 + 4Gxynxyvxyy3 + 
12 Gxynxy2 xy2- 3 Exxy2 + 6Gxyvxy xy2 + 15 Gxynxy x2 y))b-
y(Ex Gxynyzyl + Ey(-10Gxyf3 + 30Gxyx/2 + 15 Gxynxyy/2- 30Gxyx2l-
l2Gxynxy2 y2/ + 3 Exy2f- 6Gxyvxyy21- 30Gxynxyxyl + 
JOGxyxl + 4Gxynxy3 y3- 2Exnxyy3 + 4 Gxynxyvxyy3 + 
Gxy xy2- 3 + 6 Gxyvxyxy2 + 15 Gxynxyx2 y)))) 
Determimu;ao das tensoes: 
derly = D [ FUNCOMPLIAN, y] 
1 " 2nxy3 4(-z-<:lrr- ;;i-)nxy 13nyz 
( ( 
1 vxv 
120 b! / q (b + yr 2 (-ET + . Ex- - 2 Ex2 Ey) b3 -
1 (( 6xnxy2 4vxyynxy 2ynxy ( 6nxy2 
EX Ex2 - Ex2 + Ex Gxy + l - Ex2 
3 vxy 3 ) 
- EJ[r + 2ExGxy + 
3vxyx 3x 12nyzy) ) 
Ex2 - 2ExGxy- ExEy bZ -
( 
6y2 nxyl l2xynxy2 15 J2 nxy 15 x2 nxy 6 vxyy2 nxy 3 y2 nxy 
2 
- Exl - Ex' - 2 Ex' - 2 Exl - Exl + Ex2 Gxy -
196 
( 4ynxy2 5xnxy 2vxyy y ) ) 3 nyz y2 6 vxy x y 3 x y 3 l ~ + --exr- + --exr- - CXlJxi7 
=n~- + + b+ 2 Ex2 Ey Ex0 Ex2 Gxy X 
5!3 5 x3 2 nxy3 y3 nxy yl nyz y3 2 nxy vxy y3 









ll( x nxyy) 31 15x1 5nxyyx 2nxy2y2 vxyy2 y2 ) 15 n + 71'r ( FxT + ~ + --,;xz- + -rx:r - ZExClxy 
Ex + x -
funqENGASTtriangNUM22. (negativo )nb. nb 
·( 6y2nxy3 + 12xynxy2 + 15J2nxy + l5x2nxy + 6vxyy2nxy _ 3y2nxy + 
Y Exl Exl 2 Exl · 2 Exl ' Ex Ex2 Gxy 
3 + 6vxyxy _ 3xy _ 31.~ + ~, ~- EcVJ<y ( 4ynxyz Sxnxy + 2vxyy y ) )) 
2 Ex2 Ey ' Ex' Ex2 Gxy x 
-) 1 Ex'+~ (( 
2 nxyl 4 ( -nlxr - .:;; ) nxy 13 nyz ) 
4 (b + y) EXT"' - Ex- + 2 Ex2 Ey b + 
( 
2 nxyl 4 ( -nlxr - .:;; ) nxy 13 nyz ) 
2 -~+ - ybl-Ex' Ex 2Ex2 Ey 
1 (( l5nxyf2 ( 6ynxy2 !5xnxy h-xyy 3y ) 
'EX 2 Ex2 + - Ex2 - - Ex2 + 2 Ex Gxy I + 
15nxyx2 nxyy2 6nyzy2 2nxyvxyy2 
2Ex2 + ExGxy- ExEy - Ex + 
6nxy2xy 3vxyxy 3xy 
Ex2 + - 2ExGxy) 
"E'X -r ~ - "EXT.,.. ~ + ---cx_z- + - 2 ExGxy 
(
51) 15 ( x , nxyy)f? 3 (5x2 , 5nxyyx 2nxy1y' y1 )t' 
2 Exl - Ex + x 
5 xl 2 nxyl y3 nxy y3 nyz y3 2 nxy vxy yl 
Exl - Exl + Ex2 Gxy - 2 Ex2 Ey - Ex 
6nxy2xy2 3 vxyxy2 3xyz 15 nxy x2 y) 
-.,E,_x,-3 - - Exl + 2 Ex2 Gxy - 2 Exl b -
5 f3 15 ( n + "1"''r) 12 3 'EiF + ·~ + Ex' + -rx:r- - 2 8<Gxy 
( 
x nxyy (5x2 5nxyyx 2nxy2y2 vxyy2 y2 )I 
y - Exl + Ex - X + 
5x3 2nxy3y3 nxyyl nyzyl 2nxyvxyy3 





Tensoes normais a se~ao: 
SIGMX=D[derly, y] 
1 /(120b"3 /) (q (b + y)"2 
3xyz 
- + 2Ex2 Gxy 
15 nxy x2 y )) 3) 2Exl Ex 
197 
(-(12y"2 nxy"3) (Ex "3- (24xynxy"2) /Ex"3- (15 f2 nxy) /Ex"3- (15 x"2 nxy)/Ex"3-
(12 vxyy"2 nxy) /Ex"3 + (6y"2 nxy) I (Ex"2 Gxy)- (3 nyzy"2) I (Ex"2 Ey)-
(b"2 (-(4 v-xynxy) /Ex"2 + (2 nxy) I (Ex Gxy)- (12 nyz) /(ExEy)))/Ex-
(12 vxy xy) jEx"3 + (6xy) I (Ex"2 Gxy) + 
(6 / ((4ynxy"2) /Ex"2 + (5xnxy) /Ex"2 + (2 v-xyy) 1Ex"2- y /(Ex Gxy))) /Ex-
2b (-(12ynxy"3) /Ex"3- (l2xnxy"2) /Ex"3- (12 vxyynxy)/Ex"3 + 
+ 
;unr.;LJYV.Ii01 tnung1v VJvu..;;. { negauvo;no.no 
(6ynxy) /(Ex"2 Gxy) + (31 ((4nxy"2)/Ex"2 + (2 vxy) /Ex"2- ! I (Ex Gxy)))/ 
Ex- (6vxy x)jEx"3 + (3 x)/(Ex"2 Gxy)- (3 nyzy) I (Ex"2 Ey))-
y ((12ynxy"3)/Ex"3 + (!2xnxy"2)/Ex"3 + (12 vxyynxy) /Ex"3- (6ynxy)/ 
(Ex"2 Gxy)- (31 ((4 nxy"2) /Ex"2 + (2 vxy) /Ex"2- I /(Ex Gxy)))/Ex + 
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vxyx) -(3 /(Ex"2Gxy)+(3nyzy)/(Exr'2Ey)))Ex"3)+ I b"31) 
(q (b + y)(2 ( -(2nxy"3) + (I /(2 Gxy)- vxy /Ex)nxy) /Ex"2- (13 nyz) /(2Ex"2 Ey)) 
b"3- (((6xnxy"2)/Ex"2- (4 vxy ynxy)/Ex"2 + (2ynxy)/ (Ex Gxy) + 
I (-(6nxy"2)/Ex"2- (3 vxy) /Ex"2 + 3/ (2Ex Gxy)) + 
(3 vxy x) /Ex"2- (3 x) / (2 Ex Gxy)- (12 nyzy) Ey)) b"2) /Ex-
2 (-(6 y"2 nxy"3) /Ex"3- (l2xynxy"2) /Ex"3- (!5 /2 nxy)/ (2 Ex"3)-
(l5x"2 nxy)/(2 Ex"3)- (6 vxyy"2 nxy) /Ex"3 + (3 y"2 nxy)/ (Ex"2 Gxy)-
(3 nyzy"2)/ (2 Ex"2 Ey)- (6vxy xy) /Ex"3 + (3xy)/ (Ex"2 Gxy) + 
(31 ((4ynxy"2)/Ex"2 + (5 xnxy) /Ex"2 + (2 vxyy)/Ex"2- y /(Ex Gxy)))/Ex) b + 
(5 !3) /Ex"3- (5 x/\3) jEx"3- (2nxy"3 y"3) /Ex/\3 + (nxy y/\3)/(Ex/\2 Gxy)-
(nyzy"3)/(2Ex"2Ey)- (2nxyvxyy"3)/Ex/\3-
(6nxy/\2xy"2) /Ex/\3- (3 vxy xyl\2) /Ex"3 + (3 xy"2) I (2 Ex"2 Gxy)-
(15 nxy x"2y) /(2 Ex"3)- (1512 (x/Ex + (nxyy) I (2 Ex)))/Ex"2 + 
(31 ((5 x"2) /Ex"2 + (5 nxyy x) /Ex/\2 + (2 nxy"2y"2) /Ex"2 + 
(vxyy-'2) /Ex"2- y"2/ (2 Ex Gxy))) /Ex-
y ((6 y"2 nxy"3) /Ex" 3 + (l2x ynxy"2) /Ex" 3 + (15 f2 nxy) I (2 Ex" 3) + 
(15x"2 nxy) I (2 Ex"3) + (6 vxyy"2nxy) /Ex"3- (3 y"2 nxy)/(Ex"2 Gxy) + 
(3 nyzy"2)/(2 Ex/\2 Ey) + (6 vxy xy)/Ex"3- (3xy) /(Ex"2 Gxy)-
(31 ((4ynxy"2)/Ex/\2 + (5xnxy) /Ex"2 + (2 vxy y)/Ex/\2- y /(Ex Gxy)))/ 
Ex))Ex"3)+ l/(60b/\3f) 
(q (((2nxy"3)/Ex/\3- (4 (1 /(2 Gxy)- vxy /Ex)nxy) /Ex"2 + (13 nyz)/ (2 Ex"2 Ey)) b"4 + 
2 (-{2 nxy"3) /Ex/\3 + (4 (I /(2 Gxy)- vxy /Ex) nxy)/Ex/\2- (13 nyz)/(2 Ex/\2 Ey)) 
y b" 3 - (((15 nxy f2) I (2 Ex "2) + ( -(6 ynxy/\2) /Ex/\2- (15 xnxy) /Ex"2-
(3 vxyy) /Ex"2 + (3 y) /(2 Ex Gxy)) l + (15 nxy x/\2) /(2 Ex/\2) + 
(nxy y"2)/(Ex Gxy)- (6nyzy"2)/ (ExEy)- (2 nxyvxyy"2)/Ex"2 + 
(6nxy"2xy)/Ex/\2 + (3 vxy xy) jEx"2- (3 xy)/ (2 Ex Gxy)) b/\2) /Ex-
2 ((5!3) /Ex "3 - (15 (x /Ex+ (nxy y) I (2 Ex)) /2) /Ex"2 + (3 ((5 x" 2) /Ex/\ 2 + (5 nxy y x) I 
Ex"2 + (2 nxy/\2y"2) /Ex/\2 + (vxyy"2) /Ex"2- y"2! (2 Ex Gxy)) l)f 
Ex- (5 x/\3)/Ex"3- (2 nxy"3 y"3)/Ex"3 + (nxyy/\3)/ (Ex"2 Gxy)-
(nyzy"3) /(2 Ex/\2 Ey)- (2 nxyvxy y"3) /Ex/\3- (6nxy/\2xy"2)/Ex/\3-
(3 vxy xy"2)/Ex"3 + (3 xy"2)/ (2 Ex"2 Gxy)- (15 nxy x"2y)/(2Ex"3)) b-
y ( -(5 f3) /Ex" 3 + (15 (x /Ex+ (nxy y) I (2 Ex)) 12) /Ex"2-
(3 ((5 x"2)/Ex"2 + (5 nxyyx) jEx/\2 + (2nxy"2y"2)/Ex/\2 + 
(vxyy/\2) /Ex"2- y/\2/ (2 Ex Gxy)) 1)/Ex + (5 x/\3)/Ex/\3 + 
(2 nxy"3 y"3) /Ex/\3- (nxyy"3)/ (Ex"2 Gxy) + (nyzy"3) I (2 Ex"2 Ey) + 
(2 nxyvxyy/\3) jEx"3 + (6nxy"2xy/\2)/Ex"3 + (3 vxy xy"2) /Ex"3-




120 hl Ey Gxy I 
(q ((Ex (10 Eynxy- 27 Gxynyz)- 4EyGxynxy(3 nxy2 + 5 vxy))b4 + 6 (15 ExGxynyzy2 + 
Ey(l2 Gxyy2nxyl- 12Gxy lynxy2 + 12Gxyxynxy2 + 5 Gxy /2nxy + 
5 Gxy x2 nxy- 8 Exyz nxy + 16 Gxy nxy- 10 Gxy + 
3 Ex - 6Gxy lvxyy- 3 Exxy+ 6Gxyvxyxy)) b2-
15 y(ExGxynyzyl- 2 (1-x-nxyy)(Gxy J2- 2Gxyxl- 2Gxynxyyl + 
Gxyx2 + 2Gxynxy2 y2- Exy2 +2 Gxyvxyy2 + 2 Gxynxyxy)))) 
Tensoes de cisalhamento: 
derlx = D [ JJ'UNCOMJ?LIAN, x J 
1 ( 3 b 2 120 b' I Ex q ( + y) 
-rxz--~ + ~ + ~- 2:CXGxy - r:.;;.-
( 
( 6ynxy2 15/nxy l5xnxy Jvxyy 3y ) b? ( 1512 3 (~xx + 5;:",V) / 
- X -z-Ex3+ X -
15x2 6nxy2y2 3vxyy2 3y2 15nxyxy) ( 15/2 
""Ei(5 - Exl - Exl + 2 Ex2 Gxy - Ex3 b - Y EXT -
3(~+~)1 15x2 6nxy2y2 3vxyy2 3y2 
x + ""Ei(5 + Exl + Exl - 2 Ex2 Gxy + l5nxyxy ))) Exl 
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TALXY = - D [ derlx, y] 
-I/ (120 b"3l) (q (b + y)"2 (-(((6nxy''2) /Ex"2 + (3 vxy) /Ex"2- 3/ (2 Ex Gxy)) bA2)/Ex-
2 (-(l2ynxy"2)/ExA3 + (l51nxy)/Ex"3- (15xnxy)/Ex"3- vxyy)/Ex"3 + 
(3y)/(Ex"2 Gxy))b- (15 12)/Ex"3- (15 x"2)/Ex"3- (6nxy"2y"2)/Ex"3-
(3 vxyy"2) /Ex"3 + (3 y"2)/ (2 Ex"2 Gxy)- (15 nxy xy) /Ex"3 + 
(31 0 /ExA2 + (5 nxy y) /Ex"2)) /Ex- y ((12ynxy"2) /ExA3- (151nxy) /Ex"3 + 
(15 xnxy) /Ex"3 + (6 vxy y) /Ex"3- (3 y) /(Ex"2 Gxy))) Ex"3)-
I I (60 b"3l) (q (b + y)( -(((6ynxy"2)/Ex"2- (l5lnxy)/Ex"2 + (15 xnxy)/Ex"2 + 
(3 vxyy)/Ex"2- (3 y) I (2 Ex Gxy)) b"2) /Ex-
2 ( -(15!2) /Ex"3 + (3 ((lOx) /Ex"2 + (5 nxyy)/Ex"2) I) /Ex-
(15x"2)/Ex"3- (6nxy"2y"2)/Ex"3- (3 vxyy"2)jEx"3 + 
(3 y"2)/(2Ex"2 Gxy)- (15 nxy xy)/Ex"3) b-
y ((15 f2) jExAJ- (3 ((10x)/Ex"2 + (5 nxyy)/Ex"2) I) /Ex+ 
(15 x"2)/ExA3 + (6 nxyA2y"'2) /Ex"3 + (3 vxy yA2) 
(3 y"2)/(2 Ex"2 Gxy) + (15 nxy xy)/ExAJ)) ExA3) 
SimpHfy [TALXY] 
1 
_ 80 5, Gxy 1 (q (b2 - y2) (b2 (Ex- 2 Gxy (2 nxy2 + vxy))-
5 (Exy2- 2 Gxy (312- 6x !- 4nxyy l + 3x2 + 2 nxy2 y2 + vxyy2 + 4nxy xy)))) 
Tensoes normais na dire«;ao Y: 
SIGMY = D [ derlx, x] 
E 3 (b )2 ( 15nxyb2 2 ( 301 30x l5nxyy) b ( 301 + lOx l5nxyy J) X q +Y ,- Ex' - 'EX'- 'EX'- -rxr- -y -'EX' 'EX'+ -rxr-
SimpHfy[SIGMYJ 
q(b + y)2 (nxy b2 + (4!- 4x- 2nxyy) b + y(-2! + 2x +nxyy)) 
Anexo C 
Dedu9ao da expressao para o momento fletor sobre uma viga engastada, sujeita a urn 
carregamento triangular, em uma se<;:ao generica S. 
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Para a viga engastada da figura A 1: 
2b 
h 
FIGURA A.l - Viga engastada sujeita a um carregarnento triangular distribuido. 
tem-se a seguintes expressil.o para o carregarnento linear: 
X ( X\ 
q =qo -qo ·l=q\1-l) (A.1) 
e para o momento fletor numa se9ao generica S: 
q(l-x).(l-x) _q·(l-x}' 
2 3 6 
(A.2) 
Substituindo-se a equac;ao (A.l) na equa9ao (A.2), tem-se: 
Ms =- ~ {1-;}v' -2lx+X') (A.3) 
e ass1m: 
M =-~·(l' -3lx+3x 2 -~) 
s 6 l (A.4) 
que e a expressao utilizada em (8.17 a). 
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ABSTRACT 
This work presents an analysis on the distribution of stress and strain in anisotropic 
solids in the scope of the Theory the Elasticity. this context, to study the mechanical 
behavior, being based on the agreement stress, strain snd deslooations, 
beams stress functions had been analyzed, consonants with those developed by LEKHNITSKll et 
al. (1968) and HASHIN (1967). Matchings of results with structures of isotropic material had 
also been goal of inquiry. Finally, a study on beams with consisting sections of layers it was 
carried through. The obtained results supply information that contribute for application of the 
anisotropic materials in structures of the civil construction. 
Key-words: Anisotropy; Stress function; Elasticity. 
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